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RESOLUCAO - TRABALHO 1

(Esta resolugcao tem a intencdo de auxiliar o aluno na disciplina de Andlise
Real I. Cada questao foi demonstrada e comentada de apenas uma maneira.
O que nao implica que a demonstrac¢do seja a tinica possivel)

Questdo 1. Mostre que se m,n,p € N entdo m + (n+p) = (m +n) + p.
Demonstracao:

Vamos definir um conjunto X de modo que X = {p e N: m,n € Nm+ (n+p) =
(m+mn)+p}.

Passol: F1 ¢ X.
Como

m+nm+1)=m+s(n)=s(m+n)=(m+n)+1
Logo 1 € X.

Passo 2: Fsepe X = s(p) € X.

m+(n+(p+1)=m+(n+s(p)=m+sn+p)=s(m+(n+p))

e usando a hipdtese de indugdo, temos que

s(m+ (n+p)) =s((m+n)+p)=(m+n)+sp)=(m+n)+(p+1)
Assim, temos que s(p) =p+1€ X e X =N.

Questao 2. Sejam a,b,c € N com a < b. Mostre que, nesse caso, ac < bc.
Demonstracao:

Vamos definir o conjunto X = {m € N/a < b = am < bm} e mostrar que X = N pelo
principio da inducdo.

Passol: H1 ¢ X.
Com efeito, tomamos

al=a<b=">1



Logo, a.1 < b.1. (Note que usamos a hipdtese a < b).
Passo 2: F Sene€ X ention+1 € X.
Note que

aln+1)=an+a<bn+a<bn+b=>b(n+1)
Logo,n+1&€Ne X =N.

Questao 3. Sejam a,b,c € N. Mostre que se a <be b < centdo a < c.
Demonstracao:
Pelo principio da boa ordenacao se a < b entdo existe k1 € N tal que

b=a+k1

Por outro lado, se b < ¢ entdo existe k2 € N tal que

c=b+ ks

Logo, segue que

c=bt+ky=(a+k)+hke=a+ (ki +k)=a+k

onde k = k1 + ko € N. Sendo assim, segue que a < ¢, pois ¢ = a + k.

Questdo 4. Sejam a,b € N com a < b. Mostre que a? < b?.
Demonstracgao:

Como temos que a < b e da questdo 2 temos que ac < bc, basta tomarmos inicialmente
a = c e teremos que

a<b=a®><ba

Tomando agora b = ¢, temos que

a<b=ab<b?

Assim, temos que

a<b=a®<ab<?

o que demonstra a proposi¢do (supondo jd valida a transitividade da boa ordenagdo).



Questdo 5. Mostre que 1 +2+3 + ... +n = ”(”2+1).

Demonstracao:

Vamos iniciar definindo um conjunto X como sendo X = {n € N/1+2+...4+n = n(";l)}

e vamos provar que X = N usando o principido da induc3o.

Passol: F1e X

Como a soma com um Unico elemento é exatamente

2 2 2
Logo 1 € X.

Passo 2: Fsene&€ X entdion+1 ¢ X.

Como podemos escrever

142+ .. 4+(n+1) = 1424 +n+(n+1)
= n(n;—l) + (n+1) (pela hip.de indugdo)

n(n+1)+2(n+1)

2
(n+1)(n+2)

2

(n+1)((n+1)+1)

2

Logo n+ 1 € X e consequentemente X = N.

2

Questdo 6. Mostre que a soma dos n primeiros termos impares é n°. O que podemos

dizer sobre a soma dos n primeiros pares?
Demonstracao:

Precisamos mostrar que

n

> 2k —1)=n’

k=1
Passo 1: I vale a afirmac3o para n = 1.
Como Z}lg:1(2k' —1)=(2.1—-1)=1=12 Logo vale.
Passo 2: I se vale para n > 1, ent3o vale também para n + 1.

Partindo de



n+1 n

D RE-1)=> 2k—1)+2(n+1)-1)

k=1 k=1

mas pela hipdtese de inducdo, temos que

n
d@k-1)+@2n+1)-1)=n*+2n+1)-1)=n’+2+2-1=n"+2n+1= (n+1)’
k=1

Assim, temos que a soma dos impares também ¢é satisfeita para n + 1. O que termina a
demonstragao.

Com relacdo a pergunta sobre os n primeiros pares, podemos escrever alguma comparagao
entre pares e impares. Por exemplo, escrevendo os 5 primeiros para cada caso teremos que

1+2+3+4+5 15
1+3+5 =

244 =

Nesse caso, vemos que os pares mais os impares somados dao a soma dos n priemiros
naturais (o que era de se esperar!!l). Mas podemos concluir que se conhecemos a soma dos
n primeiros naturais e conhecemos (e provamos) a soma dos n primeiros impares, podemos
estimar a soma dos n primeiros pares.

n primeiros naturais = n primeiros pares +n primeiros impares

Logo,

n  primeiros pares = n primeiros naturais —n primeiros impares

Assim,

n primeiros pares = n(n + 1)
Outra maneira de concluir a mesma afirmac¢3do é se pensarmos que a soma dos n primeiros
pares serd
2444+6+8+...+2n

onde 2n é o n-ézimo par, temos que reescrevendo isso como

1
2+4+6+8+m+an:2u+2+3+4+nﬁﬂwZQﬁUg%)
pois 1 +2+3+4+...+n= n(";l) € a soma fechada para os n primeiros niumeros. Logo,

pode-se concluir que a soma dos n primeiros pares é dada por

n(n+1)

o qual também é possivel provar por inducdo.
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Questao 7. Mostre que se =, < % pra todo n € N.
Demonstracao:
Definindo um conjunto X como sendo
X = {n eN: g < 4}
nl —n

Passol: 1€ X.

2! < 4 =2</4
=1 -
Logo 1 € X.
Passo 2: Fsene X entdon+1 € X.
Partindo de
ontl 2n.2 2 2n

m+ 1)l (n+Dnl n+inl

Pela hipétese de inducdo, temos que

2 2”< 2 4 2 4 < 4
n+ln! “n+ln nn+l " n+l
o ultimo passo é possivel por 2/n < 1 justamente por tratarmos de n > 1. Assim,
n+leXex=N.

Questao 8. Usando o conceito de cardinalidade, mostre que todo subconjunto de um
conjunto finito é finito.
Demonstracao:

Em outras palavras o que devemos demonstrar é que, se, Y for algum subconjunto n3o vazio
de um conjunto finito X, entdo card(Y) < card(X) e que card(Y) = card(X) & Y = X.

Passo 1: I vale para card(X) = 1.

Comegamos supondo X finito e ndo vazio. Se card(X) =1=Y = X (por Y ser sub-
conjunto n3o vazio).

Passo 2: Se card(X) > 1 e vamos supor que card(X) = n e mostrar por indugdo que
vale a afirmacgao para n + 1.



Assim, supondo que card(X)=n+1eY C X com Y n3o vazio.
Se Y = X ok! (pois card(Y) = card(X) e vale para n + 1).

Se Y # X vamor tomar um elemento de X, mas ndo de Y, digaos k € X — Y. Assim
X — {k} é equipotente a I, = I,,;1 — {n+ 1} e card(X — {k}) = n. Como

Y C X —{k}
o que implica Y finito pela hipétese de indugdo. Logo,

card(Y) < card(X —{k}) =n

Assim, card(Y) <n <n+1 = card(Y) < n+ 1, ou seja, também vale para n + 1, o
que completa a demonstracao.



