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1 PREFACIO

Este material tem o inttdito de auxiliar o aluno na disciplina de Métodos Numéricos
da Universidade do Vale do Rio dos Sinos (UNISINOS) na compreensido do
contetido programatico tendo em vista sua grande extensao. Este é um curso
oferecido a estudantes de matemadtica, fisica, engenharias e outros. O Mate-
rial é baseado na compreensdo de problemas, sua resolu¢do e implementacao
em computador. Como pré-requesito entendem-se as disciplinas de calculo,
algebra linear e equagGes diferenciais. Este material esta divido em teoria
bésica de Métodos numéricos bem como mostrada no sumaério, contando com
exercicios que apoiam o aluno na fixagdo da toeria proposta em cada capitulo.
Constam aqui também alguns trechos de linguagem de programacdo desen-
volvida em MATLAB e sempre com a ’"fonte verbatim’ , mas ressaltamos
que o foco continua sendo a teoria. Para implementag¢Ges computacionais mais
avancadas e técnicas de Métodos numéricos mais complexas recomendamos a
pesquisa no livro Numerical Recipes.



2 Tipos bDE ARREDONDAMENTOS E ERROS

Infelizmente nem todos ntiimeros sdo ou podem ser representados de forma ex-
ata nos computadores, o que nos levam aos possiveis erros de arredondamento.
A resolucdo de problemas numéricos utilizando computadores estdo sujeitos a
esses erros. Alguns erros podem ser gerados de diferentes formas. Para o es-
tudo dos erros devemos levar em conta algumas defini¢Ges, como por exemplo,
qual o critério de arredondamento de um nimero e os erros absoluto e relativo.

2.1 Tipos de Arredondamentos

Chamamos de arredondamento quando representamos um nimero com uma
quantidade de digitos menor que a de digitos significativos (DIGSE). Tomare-
mos como exemplo o nimero

0,00340600.1073

que tem exatamento 4 digitos significativos, pois podemos reescrevé-lo como

0,3406.107°

Podemos arredondar esse nimero sempre de duas maneiras: por Trunca-
mento ou por Aproximacdo. Para tanto, devemos tomar como base o numero
de digitos significativos (DIGSE) que desejamos utilizar nesse arredondamento.

Por Truncamento:

Se desejamos arrendondar utilizando DIGSE= 3, devemos simplismente ig-
norar os digitos restantes apds o terceiro significativo. Entdo o arredondamento
de

0,3406.107
fica
0,340.107°

Por Aproximagao:

Se desejamos arrendondar utilizando DIGSE= 3, devemos olhar para o digito
seguinte a esse, ou seja, o quarto dy. Se esse digito for entre 0 e 4 ndo mudamos
o terceiro digito d3, porém se for entre 5 e 9 adicionamos um ao terceiro digito.
Resumidamente:

Para n digitos significativos, temos que

Se 0<d,;1 <4, d; permanece e ignoramos os posteriores (2.1)

Se 5<d,.1 <9, d; soma-seumads,istoé, d;+1 (2.2)



o arredondamento por aproximacdo de

0,3406.107°
fica
0,341.107°

Exemplo: Represente os nimeros x| = 0,437, x, = 0,144, x3 =—0,495 e x4 =
0,314159265.10~! com dois digitos significativos por truncamento e arredonda-
mento.

Por Truncamento:

x; =0,43,x, = 0,14,x3 = —-0,49,x4 = 0,31.107"

Por Aproximagao:

x1 =0,44,x, = 0,14,x3 = —0,50,x4 = 0,31.107"

2.2 Tipos de Erros

Vamos considerar basicamente dois tipos de erros: absoluto e relativo. Estas
defini¢des nos auxiliam no estudo da tolerdncia na aplica¢do de algum método
numérico, bem como na sua convergéncia, que veremos mais adiante.

O erro absoluto, tem como definigao:

EA(x) = |x—x| (2.3)

onde x tomamos como o valor exato e X a aproximacao para o mesmo.
O erro absoluto, visto sua defini¢do, tem como principal objetivo ver o
quanto distam os valores de reais e aproximados.
E o erro relativo, tem como definigao:
ER(x) = =] = EAlx) (2.4)
|| ||
Nota-se que o erro relativo é uma medida admensional. Este conceito torna
o erro relativo uma proporg¢ao com relagdo ao valor real.
Exemplo 1: Sejam x = 123456,789 e sua aproximacdo ¥ = 123000. O erro
absoluto é

|x — x| =1123456,789 —123000| = 456,789
e o erro relativo é

lx—% 456,789

- =0,00369999
x|~ |123456,789

ou ainda 0, 36%.



Exemplo 2: Sejam x =1,23456789 e x = 1,13. O erro absoluto é
|x—x|=1,23456789—-1,13|=0,10456789
isto é, um erro aparentemente pequeno, porém o erro relativo é

lx—% 10,10456789)
x| |1,23456789

=0,08469999

ou ainda 8,46%.

Uma maneira util de analizarmos o qudo boa pode ser a aproximagao é ver o
nuamero de digitos significativos CORRETOS da aproximacao feita. Definimos
da seguinte maneira:

Definigdo: Dizemos que um nimero ¥ que representa a aproximagdo de x
tem s digitos significativos corretos se

|x — x|
||

<5.107° (2.5)

Podemos verificar analisando alguns exemplos:
Exemplo 1: A aproximacdo de x = 0,333333 por x = 0,333 tem 3 digitos
significativos corretos, pois

x—x 0,333333-0,333

- =0,000999 < 5.1073
x 0,333333 0,000 210

Exemplo 2:
Tomando agora duas aproximacgdes X; = 0,666 e ¥, = 0,667 de x = 0,666888.
Os erros relativos sdo

x—%; 0,666888-0,666

= =0, 133...<5.1 -3
x 0,666888 0,00133 >10

x—% 0,666888-0,667
x  0,666888

Aqui podemos ver que % possui 3 digitos significativos corretos e X, possui
4 digitos significativos. Isto leva a conclusdo que x, aproxima melhor o valor
de x do que X; pois estda mais proximo de x.

Cabe salientar que ndo existe uma tinica defini¢do para o cdlculo de DISGE
corretos, uma das mais usadas é a expressao

=0,00167...<5.1074

|x — x|

DIGSE(x, %) =s = int loglow (2.6)




2.3 Condicionamento de um Problema

O condicionamento de um problema, o qual nos reportaremos dessa maneira
sempre que tivermos uma expressdo a ser calculada, pode ser obtida mediante
uma manipulacdo algébrica. Consideraremos um conjuntos de valores de en-
trada denotados por x e um conjuntos de valores de saida denotados por y.
Em termos matemaéticos, a resolu¢do de um problema é realizada pelo mapea-
mento y = f(x). Muitas vezes os dados de entrada do problema nio sido con-
hecidos com total exatidao. O conceito de condicionamento esté relacionado
a forma como os erros nos dados de entrada influenciam os dados de saida.
Denotaremos por x, os dados de entrada com precisdo absoluta e por x* ou
os dados com erro. Definiremos também a solugdo y* ou ¢, do problema com
dados de entrada x*, ou seja, y* = f(x*). Queremos saber se os erros cometidos
na entrada Ax = x—x" influenciaram na saida do problema Ay = y —y*. No caso
mais simples, temos que x € R e y € R. Assumindo que f seja diferenciavel,
a partir da série de Taylor f(x+ Ax) = f(x)+ f’(x)Ax obtemos (subtraindo f(x)
dos dois lados) Ay = f(x+Ax)— f(x) = f’(x)Ax. Para relacionarmos os erros rel-
ativos, dividimos o lado esquerdo por y, o lado direito por f(x) =y e obtemos

Ay _ xf'(x) Ax
v f(x) x

Definigdo: Seja f uma fungdo diferenciavel. O nimero de condicionamento
de um problema é definido como

(2.7)

xf'(x)
flx)

e fornece uma estimativa de quanto os erros relativos na entrada |%| serdo

(2.8)

Kr(x):=

e A
amplificados na saida ‘7?'
Quando f depende de vérias varidveis, podemos de maneira similar ex-
pressar o erro, porém absoluto, como:

! = | d )
af = |f(x1,x2,...,xn) —f(fl,fz,...,fn)l =~ Z a—){(xl,xz,...,xn) bxi (29)
i=1' "

Exemplo 1: Considerando o problema de calcular y/x em x = 2. Se usarmos
% =1,999, quanto serd o erro relativo na saida? O erro relativo na entrada é

Ax
x

=0,0005 (2.10)

'2—1,999

O namero de condicionamento nesse caso é

1
X0

Vx

Kr(x) = % (2.11)




Ou seja, os erros na entrada serdo diminuidos pela metade.
De fato, usando v = V2 = 1,4142136... e § = /1,999 = 1,41386..., obtemos

Ay
5" 0,000250031... (2.12)

Exemplo 2: Seja f(x) = xe*. Calcule o erro absoluto ao computar f(x) sabendo
que x =2+0,05.

Se x = 2 com erro absoluto de 6, = 0,05. Neste caso, calculamos 6f , isto é,
o erro absoluto ao calcular f(x), por:

of =1f"(x)lox

Como f’(x) = (1 + x)e*, temos que of = [(1 + x)e[0, = 320,05 = 1,1084.
Portanto, o erro absoluto ao calcular f(x) quando x =2+0,05 é de 1,084.



2.4 Exercicios

1.

10.

Arredonde os seguintes nimeros abaixo pelos critérios de truncamento e
aproximacao, respectivamente: (DIGSE=digitos significativos)

(a) 2,39939 com DIGSE 3.

(b) T com DIGSE 5.
(¢) V3 com DIGSE 3.
(d) V7 com DIGSE 4.

Represente os numeros 3276; 42,55 e 0,00003331 com trés digitos signi-
ficativos por truncamento e aproximacgao.

Com quantos DIGSE corretos sdo feitas as seguintes aprocimagoes:

(a) x=0,4444 e x = 0,443.

(b) x=mex=3,1413.

(c) x=0,034303.10"2 e X = 0,0344.1072.
(d)x=2/9ex=0,223.
(e)x=1/7ex=1,43.10""

Ao calcularmos o valor de x> em x = 4 usando % = 3,92 qual seré o erro
relativo na saida?

3 2

. Se devemos calcular a expressdo f(x) = x> —x“. Calcule o erro absoluto

ao efetuarmos essa operagdo com x =2 +0,03.

. Calcule o erro absoluto ao calcularmos f(x,y) = x> —2y? +2 com x = 2+

0,0ley=3+0,05.

. Ao calcularmos o valor de Inx em x = 2 usando X = 1,98 qual sera o erro

relativo na saida?

. Considere um tridngulo retingulo onde a hipotenusa e um dos catetos

sdo conhecidos a menos de um erro: hipotenusa a = 3 £ 0,01 metros e
cateto b = 2 + 0,01 metros. Calcule o erro absoluto ao calcular a 4rea
dessa triangulo.

. Consirando que devemos calcular as raizes de x> — 5x + 6 qual seria o

erro absoluto de fizessemos o célculo com 5,9 ao invés de 6 no termo
independente?

A funcdo de duas variaveis que indica as curvas de nivel de uma su-
perficie é dada por f(x,y) = x? + y? se usarmos os valores de x = 2,8 e
v =4,01 ao invés de x = 3 e y = 4 respectivamente, qual serd o erro abso-
luto reotornado para essa curva de nivel?



3 SoLucAO DE EQUACOES EM UMA VARIAVEL

Vamos tratar de buscar solugoes aproximadas para equagoes de uma variavel
real, isto é, resolver aproximadamente f(x) = 0. Primeiramente, vamos re-
alizar um estudo bésico da existéncia dessas raizes em um intervalo inicial de
estudo. Os métodos que desenvolveremos aqui se resumem a Bisse¢cdo, New-
ton, Secante e Ponto Fixo.

3.1 Existéncia de Raizes em um Intervalo [a, D]

Para analisar a existéncia de raizes no intervalo de estudo, vamos utilizar o
teorema de Bolzano que nos fornece condig¢des suficientes para a existéncia de
raizes de uma fungdo em [a, b].

Teorema: (Teorema de Bolzano) Se f : [a,b] - R, vy = f(x) é uma fungio
continua tal que f(a)- f(b) <0, entdo existe x* € (a,b) tal que f(x*) = 0.

Demonstragdo: Esse fato segue imediatamente do teorema do valor inter-
medidrio que estabelece que dada uma fungio continua f : [a,b] > R, v = f(x),
tal que f(a) < f(b) (ou f(b) < f(a)), entdo para qualquer d € (f(a), f(b)) (ou
k e (f(b), f(a))) existe x* € (a,b) tal que f(x*) = k. Assim, se f(a).f(b) <0, entdo
f(a) <0< f(b) (ou f(b) <0< f(a)). Assim, tomando k = 0, temos que existe
x*€(ab)tal que f(x*)=k=00.

Ay

a?/x* b oX

Figura 3.1: Existéncia de uma raiz

Podemos verificar pela figura 3.1 que existe uma raiz no intervalo com essas
condicdes, isto é, sempre que f(a) e f(b) tiverem sinais contrarios, teremos ao
menos uma raiz no intervalo [a, b].

Exemplo 1: Podemos mostrar que existe pelo menos uma raiz no intevalo
[2,4] para a equagdo x> —Inx -4 = 0, pois f(2) = —0,693 e f(4) = 13,38 e por-
tanto f(2).f(4) =-9,23 <0 e satisfaz o teorema de Bolzano.

Podemos também verificar isso no MATLAB, como segue:

>> x=(2:0.1:4);

>> y=x."2-log(x)-4;

10



>> plot(x,y)

>> grid

E desta forma verificamos também pelo grafico da fun¢do como vemos na
figura 3.2

4 Figure 1 = | B |
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~

Dgde | kA0 EAL- 208 0O

12

10

Figura 3.2: Grafico de f(x).

De maneira geral, é usual que procuremos isolar cada raiz em um tdnico
intervalo. Assim poderiamos garantir a existéncia e a unicidade da raiz dentro
de um dado intervalo [4, b]. Para tanto, consideramos a seguinte proposi¢ao:

Proposigdo: Se f : [a,b] —» R é uma fungdo diferenciavel, f(a).f(b) < 0 e
f’(x) >0 (ou f’(x) < 0) para todo x € (a,b), entdo existe um tinico x* € (a,b) tal
que f(x*) = 0.

Exemplo 2: Tomando a mesma funcdo do exemplo anterior, a saber f(x)
x% —Inx -4, pode-se garantir que em [2,4] existe apenas uma raiz. Pois f’(x)
2x—% a qual é positivo para todo x > 1/8 logo f’(x) > 0 em todo intervalo [2, 4].
Assim, temos que existe apenas uma raiz nesse intervalo.

11



3.2 Meétodo da Bissecgdo

Este método chamado de bisse¢ao, trata-se de um método numérico para aprox-
imar a raiz de uma fung¢do de uma varidvel em um intervalo [4, b] tal que deve-
mos garantir antes de sua aplicagdo a existéncia de uma tinica raiz no intervalo
inicial. Este método explora o fato de que uma fungdo continua f : [4,b] > R
com f(a).f(b) < 0 tem um zero no intervalo (a,b) e que f’(x) > 0 (ou f’(x) < 0)
nesse mesmo intervalo. A ideia para aproximar a raiz nesse caso, é seccionar
o intervalo ao meio, e como primeira aproximagdo, tomar o ponto médio do
intervalo [4,b], da seguinte maneira:

. ] . . ash
Figura 3.3: Seccdo do intervalo em p = 42

Essa secgdo se repete sucessivas vezes até encontrarmos uma aproximagao
para a raiz com a precisdo desejada, um esquema para a repeticdo pode ser
entendido como na figura a seguir,

_atb
2
a x* b CX
_ﬂ b
a(z) b(Z)
® aVp™ 2 B

i

Figura 3.4: Secg¢des sucessivas: Método da Bissegao.

Analizando os comprimentos dos sucessivos intervalos temos que [p™ —a(")|
ou |p™ — b{")| tende a zero e vemos também que

12



_|b—al
211
onde TOL serd a tolerdncia exigida com precisao deste método numérico.

Sendo assim, podemos ainda isolar n tendo em vista a dltima equagao e desco-

brir sem realizar itera¢ées o nimero n para dado intervalo e tolerdncia, isto é,

descobrir o nimero de iterag¢oes sem realiza-las.

Ip" —a™) < |p™ — g

<TOL (3.1)

|b—al
o TOL
|b—al

2?1
TOL

log(%) < log2"

log (757
log2

Assim, podemos dizer que o nimero de iteragdes necessarias serd descoberto
mediante a relacdo:

log(%ot)

g3 (3.2)

Exemplo 1: No caso queremos aproximar a raiz positiva de f(x) = x* - 2 uti-
lizando o método da bissecdo, temos que primeiramente garantir um intervalo
que contenha somente essa raiz. Nesse caso, esse intervalo pode ser [1, 2], isto
é,a=1eb=2(f(1).f(2)<0e f'(x)>0Yx €[1,2]). Ao iniciarmos o método da
Bissecdo faremos calculos sucessivos conforme a tabela 3.1.

Tabela 3.1: Esquema Método da Bisse¢ao

nl a® | pm p(n) f(a(”))f(p(”)) f(p(”))f(b(”)) [b(1) — ()|
0 1 2 1.5 - + 1

1 1 1.5 1.25 + - 0.5

2| 125 | 1.5 | 1.375 + - 0.25
311375 | 1.5 | 1.4375 + - 0.125

Teremos que p!") serd a aproximacdo desejada apés n iteragdes. Se quiser-
mos fazer realizar as iteracdes com uma precisio de 10™% (TOL = 107#) e com
o0 mesmo intervalo inicial, fazemos

log 2
M ~13,28<n (3.3)
log2

13



assim, necessitamos de n = 14 iteracGes. Nesse caso p(14) =1,414214.

No caso desse e de qualquer exemplo usando o método da bissecdo, pode-
mos utilizar um cédigo em MATLAB, um dos tantos exemplos de c6digos segue
abaixo:

Coédigo em MATLAB:

function raiz=bissec(def,a,b,tol)

f=inline(def);

c=1;

if f(a)*f(b)<0

x=a;

while abs(f(x))>tol

x=(a+b)/2;

if f(a)*f(x)<0

b=x;

else a=x;

end

c=c+1;

end

raiz=x;

c

else raiz="ndo tem troca de sinal. Portanto ndo tem raiz no intervalo’

end

end

No caso do altimo exemplo, precisariamos apenas difinir o intervalo inicial
de iteragao e chamar o c6digo no prompt de comando do MATLAB da seguinte
forma:

>> bissec(’'x"2-2",1,2,0.0001)

onde o programa devolve

c =14

ans = 1.414214

14



3.3 Meétodo de Newton

Vamos apresentar nessa se¢ao o método de Newton (também conhecido como
Newton-Raphson) que calcula raizes de fun¢des de uma variavel real. Sabemos
que x* é uma raiz de f(x) que por sua vez é continuamente diferencidvel, isto é,
f(x*)=0. A ideia do método de Newton foi atravéz de um valor inicial xy (um
chute inicial, como chamaremos também) calcular a reta tangente a funcdo
f (x) nesse ponto. Por ser uma reta, obviamente ele cruza o eixo x em um dado
ponto (a menos de reta horizontal). Este ponto serd a primeira aproximacgio
para a raiz e o processo é repetido conforme o esquema do figura 3.5

Figura 3.5: Aproximacao via reta tangente: Método da Newton.

Toda equagdo de reta pode ser descrita por (y —yo) = a(x — xg) em um dado
ponto (xy,7) onde a é a inclina¢do ou taxa de variagdo desta reta. No caso do
método de Newton, temos que a = f’(x() e aplicando a equag¢do ao ponto de
cruzamento no eixo x, isto é, (x1,0) temos que

(v =30) = alx —x0) = (0= f(x0)) = f(x0)(x1 = x0) (3.4)
o que resulta em
_ f(xo)
SN

onde x; é a préxima aproximacdo para a raiz. Se aplicarmos de maneira
iterativa, teremos que

f(xn)

Xn+1 = Xn (x,)

o que a medida que fazemos mais itera¢oes ficamos mais préximos da raiz.

Nota-se que esse método deve levar em conta o calculo da derivada da funcio
f(x) que nem sempre seré trivial.

Algumas restricées devem ser levadas em conta no método de Newton,

como por exemplo, a escolha do valor inicial para as iterac¢Ges, ou chute inicial.

(3.5)

15



Note que pela defini¢do de iteragdes, ndo podemos ter x; tal que f’(x;) = 0 nas
iteragoes.

Exemplo 1: Considerando a equagdo x>—2—-In (x) = 0 e o problema de aprox-
imar suas raizes. Utilizando o MATLAB para o conhecimento e localizagao de
suas raizes, usamos os comandos: (criamos um vetor x sem valores nulos e

negativos, pois pela presenca de In(x) a fungdo ndo estd definida para estes
valores)

>>x=(0.01:0.01:4);
>>y=x."2-2-10g(x);
>>plot(x,y, r-")

o que resulta na grafico da figura 3.6.

o Figure 1 =
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help N

DEdde | kRS NPELA- 208D

Figura 3.6: Gréafico de f(x).

Pelo gréfico vemos que uma das raizes se encontra no intervalo [0,0.5] e
a outra no intervalo [1,2]. Para realizar as itera¢des via método de Newton,
vamos utilizar o cédigo em MATLAB como abaixo:

Cédigo em MATLAB:

function y=newton(x0,tol)

c=1;

function s=f(x)

s=x"2-2-1og(x);

end

function s=df(x)

s=2xx-1/x;

end

while abs(f(x0))>tol

a=x0-f(x0)/df(x0);

x0=a;



Ao chamarmos o c6digo com chute inicial igual a x; = 2 e tolerdncia TOL =
0.01, por exemplo, como segue:

>> newton(2,0.01)

onde o programa devolve

c =3

ans = 1.5662

em outras palavras aproximamos a maior raiz com 3 itera¢des para a tolerdncia

imposta. Para aproximarmos a raiz mais préxima de zero, tomamos um chute
inical diferente, por exemplo xy = 0.3 e mesma tolerdncia, chamamos entao

>> newton(0.3,0.01)

onde o programa devolve

c=5

ans = 0.1317

Assim aproximamos a menor raiz com 5 itera¢Ges para a tolerdncia imposta.
Note que usamos o mesmo critério de convergéncia do método da bisse¢ao.

Exemplo 2: Desejamos encontrar os valores da abcissa x referentes aos pon-
tos de intersecao das fungdes f(x) = x> e g(x) = In(x + 1) com tolerdncia igual a
10~%. Utilizando o MATLAB para o conhecimento e localizagdo de suas raizes.
Criamos um vetor x com valores maiores que —1, pois pela presenga de In(x + 1)
a fungao ndo esta definida para x < —1. Podemos previamente analisar o grafico
das duas fungoes e verificar a localizacdo das intersec¢des, para isso fazemos:

>>x=(-0.99:0.1:3);

>>y1=x."2;

>>y2=1log(x+1);

>>plot(x,y1,x,y2)

o que resulta nos gréficos da figura 3.7.

Onde claramente vemos que a raiz positiva estd no intervalo [0.5,1]. Uma
raiz é zero, pois podemos de maneira trivial perceber isso ao fazermos x = 0,
isto é, teremos 0> =In(0+1) = 0.

Buscar o ponto de interse¢do entre duas curvas f(x) e g(x) é buscar os val-
ores de x tais que f(x) = g(x), mas podemos reescrever f(x)—g(x) =0 ou ainda
h(x) = 0se h(x) = f(x)—g(x). Logo o problema se transforma em buscar as raizes
de h(x). Neste exemplo, temos que

h(x)=x*-In(x+1)

Podemos aqui aplicar o método de Newton. Para tanto, precisamos da
derivad de h(x) que é

W (x)=2x—

x+1
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Figura 3.7: Gréfico de f(x) e g(x)

Assim, apds cadastrar dentro do céddigo ambas, podemos chamaé-lo com
chute inicial xy =1 e TOL = 104 Fazemos:

>> newton(1,0.0001)

onde o programa devolve

c =4

ans = 0.7469

desta maneira, via método de Newton, foram necessdriamos apenas 4 iteragoes
para que com tolerancia igual a 10~* pudessemos aproximar a raiz em questo.
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3.4 Meétodo da Secante

A ideia bésica do Método das secantes é redefinir a derivada que aparece na
aproximacdo via método de Newton como uma secante e ndo mais propria-
mente como a derivada em xy. Desta forma ndo dependeriamos da derivada,
mas precisariamos de mais pontos para iniciar as iteragdes, isto é, xy e xq para
aproximar x; e assim sucessivamente como mostra a figura 3.4.

f (Xo)
f(x1)

O .

Figura 3.8: Aproximacdo via reta secante: Método da Secante.

Assim, matematicamente temos uma simples mudanga, faremos

f(x1) = f(xo)

"(xg) = 3.6
Flr) = HE = (36)
o que tornam as itera¢des da forma:
_ f(xn)
Xnel = Xn = FOen)=f(xn1) (37)
Xn=Xn-1

Exemplo 1: Desejamos encontrar os valores da abcissa x referentes aos pon-
tos de intersecao das fungdes f(x) = x> e g(x) = In(x + 1) com tolerancia igual a
1073. Trata-se de um exemplo ja visto anteriormente e portanto ja conhecemos
a localizacdo de suas raizes.

Vamos realizar iteragdes usando o cédigo da secante em MATLAB.

Cédigo em MATLAB:

function y=secante(x0,x1,tol)

c=1;

function s=f(x)

s=x"2-log(x+1);

end

while abs(f(x0))>tol

a=x0-f(x0)*(x1-x0)/(£f(x1)-£(x0));

x0=x1;
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Neste caso, podemos escolher valores inciais xg = 1 e x; = 2 e chamamos

>>secante(1,2,0.001)

onde o programa devolve

c =26

ans = 0.7469

desta maneira, via método da Secante, foram necessdriamos 6 iteragdes para
que com tolerancia igual a 10~3 pudessemos aproximar a raiz em questao.

Por se tratar de uma aproximagdo da derivada em equivaléncia ao método
de Newton, muitas vezes o método da Secante terd uma convergéncia mais
lenta em relagdo a Newton.
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3.5 Meétodo da Iteragao Ponto Fixo

Este método foi criado a partir de uma modificac¢do albébrica na equacgao f(x) =
0, a qual buscamos solucdo em todo esse capitulo. Esta modificagdo trata-se
de uma explicitacdo da varidvel x fazendo f(x) = 0 tornar-se g(x) —x = 0 e
consequentemente g(x) = x. Assim, buscar as solu¢des de f(x) = 0 torna-se
equivalente a buscar solug¢des (interse¢des) de g(x) = x. Um ponto x = x* tal
que g(x*) = x* é chamado de ponto fixo da fun¢do g(x). Geometricamente, um
ponto fixo de uma fung¢do é um ponto de intersecdo entre a reta y = x com o
grafico da funcdo g(x), isto é, temos a seguinte abordagem geométrica,

X* = g(x)

Figura 3.9: g(x) = x: Método Itera¢do Ponto Fixo.

Dada uma fungdo g(x), a iteragdo do ponto fixo consiste em computar a
seguinte sequéncia recursiva:
Xpi1 = 8(xy), 120 (3.8)

onde xy é uma aproximacao inicial do ponto fixo. E sua interpretacio
geométrica pode ser descrita como na figura 3.10.

Exemplo 1: Resolver e¢* = x + 1 é equivalente a resolver f(x) = 0 se com
f(x) = e*—x—1. Nesse caso, também é equivalente a resolver g(x) = x, com
g(x)=e*-1.

Assim, teremos que:

ef=x+1, ef=x-1=0, ex—1=x

Porém, devemos analisar com cuidado alguns pontos referentes ao método.
Por exemplo:

* O método vai convergir sempre?

* Em caso de convergir, o limite x* =1lim,_,, x,, ¢ um ponto fixo?
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%ib/

Figura 3.10: g(x) = x: Método Iteracao Ponto Fixo (convergéncia geométrica).

No caso da segunda pergunta é facil de verificar que

x=limx,;; = lim =g(lim x,)=g(x") (3.9)
n—oo0 n—)oog(xn) n—o0

Porém a primeira perguntar requer algum cuidado.

Exemplo 2: Queremos aproximar a raiz de f(x) = xe*—10, isto é, as possiveis
solucoes de xe* —10 = 0. Logo xe* = 10, ou ainda x = 10e™™ que é equivalente a
aproximar a intersecdo de x = g(x) se g(x) = 10e™™. Ao iniciarmos as iteragoes
via método do ponto fixo com x( = 2, teremos que

x; = 10e* =10e2=1,3534

X, = 107 =10e71353 = 2,5837
x5 = 1072 =108 =0,7549
xg = 10e7¥ =104 =4,7005
x5 = 10e7 =10e47995 = 0,0909

que claramente diverge. Entdo nado é para qualquer g(x) que o método da
Iteracao Ponto Fixo funciona. Para garantirmos que este método funciona, de-
vemos usar o seguinte teorema, provido da defini¢do de contragao:

Definic¢ao: Uma contragio é uma fungio g : [a,b] — [a,b] tal que:

lg(x)-g@)I<Blx-pl, 0<p<1

Teorema do Ponto Fixo: Se ¢: [a,b] — [a,b] é uma contragio, entdo existe um
iinico ponto x* € [a,b] tal que g(x*) = x*, isto &, x* & ponto fixo de g(x). Além disso,
a sequéncia {x,}° | dada por:

Xne1 = §(Xn) (3.10)

converge para x* para qualquer xq € [a, b].
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A defini¢do de contragdo pode ser entendida como |¢g’(x)| < 1 para todo x €
[a,b], pois

gl < eyl = B S < 0<pa

—_———
g’ ()l

Uma interpretagdo geométrica pode ser dada para esses casos (convergéncia

e divergéncia) do método da iteragdo ponto fixo, como por exemplo na figura a
seguir:

A y A y
g(x)
o(b) g(b) ] P
g(a) g(a) 2]
a "*an > x
g'(x) <1lem[a,b] g'(x) >1em [a,b]

Figura 3.11: g(x) = x: Método Iteragdo Ponto Fixo g’(x) <1 e g’(x) > 1 em [a, D]
Também é facil ver que na figura da esquerda, temos que

8(b)—g(a)| <|b—al

e jana figura da direita temos que

8(b) - g(a)| > |b—al

Exemplo 2: Vamos revisitar o exemplo anterior em que desejavamos aprox-
imar a raiz de f(x) = xe* —10. Ao separarmos de maneira diferente para obter-
mos uma g(x) podemos ter, por exemplo, xe* =10 = ¢* = % =Ine* = ln(%) e

por fim x = ln(%). Assim, temos g(x) = ln(%). Como

107\ x
X
ou ainda
) 1 -1
g =15—= (3.11)
107
X
e entao
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x —-10 1

$W=177 =y

(3.12)

A interse¢do de g(x) e x (ou raiz de f(x)) pode ser estimada utilizando o
Matlab com os comandos

x=(1:0.1:2);
y1=x;

y2=10g(10./x);
plot(x,yl,x,y2)

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help
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Claramente essa intersecdo encontra-se entre 1.5 e 2, 0 qual tomaremos por
a e b, repectivamente. Agora, precisamos verificar se a fun¢do g(x) satisfaz as

condi¢des do teorema do ponto fixo no intervalo [a, b]. Como

, 1
g(x)= g <1,¥xe[1.5,2]

Ao escolhermos um chute inicial xq tal que xq € [1.5,2] o método deverd

convergir.

Usaremos um c6digo em Matlab para calcularmos as iteragées do método,

como segue:

Cédigo em MATLAB:

function y=pfixo(x0,tol)

c=1;

function g=f(x);

g=1log(10/x);
end

while abs(f(x0)-x0)>tol

a=f(x0);
x0=a;
c=c+1;
end
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Ao executarmos o c6digo com chute inicial xy = 2, por exemplo, teremos
como resultado:

>> pfixo(2,0.01)

c=38

a = 1.7406

Isto ¢, a raiz é aproximadamente igual a 1,7406 com tolerdncia de 1072 e
foram necessarias 8 iteragdes para esse problema.
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3.6 Exercicios

Meétodo da Bissegao:

1.

Determine via método da bissegdo as solugdes de x> —3x+1 = 0 realizando
5 iteragdes para cada uma delas.

Determine via método da bissecdo as solu¢des de 3—x?—e* = 0 realizando
5 iteragOes para cada uma delas.

Encontre, usando o método da bisse¢ado os valores de x aos quais os gréaficos
de f(x) = x?—4 e Inx se interceptam.

. Explique porque nio é possivel determinar via método da bissecdo as

raizes de f(x) = x> — 4x + 4.

Resolva os seguintes itens usando MATLAB:

(a) Esboge os graficos de f(x) = x e g(x) = 2sinx.

(b) Utilize o método da bisse¢do para determinar uma aproximagao com
precisdo de 1072 do primeiro valor positivo de x tal que f(x) = g(x).

(c) Sem realizar iteragdes, diga quantas seriam necessdrias fazer para
determinar com precisao em 107> e intervalo de comprimento 0,5 esse
mesmo valor do item (b).

Considere a equagdo /x = cos(x). Use o método da bisse¢do com intervalo
inicial [a,b] = [0,1] e p© = (a + b)/2 para calcular a aproximacio p*) da
solucdo desta equagdo.

. Trace o gréfico e isole as trés primeiras raizes positivas da fungdo:

f(x) = 5sinx? — /10 (3.13)

em intervalos de comprimento 0,1. Entdo, use o método da bissecao para
obter aproximagdes dos zeros desta fungao com precisdo de 107>,

O polinémio p(x) = —4 + 8x — 5x% + x> tem raizes x; = 1 e x, = x3 = 2 no
intervalo [1/2, 3].

(a) Se o método da bissecdo for usando com o intervalo inicial [1/2,3],
para qual raiz as itera¢des convergem?

(b) E possivel usar o método da bissegao para a raiz x = 2? Justifique sua
resposta.

. O polindémio f(x) = x* — 4x? + 4 possui raizes duplas em V2 e —V2. O

método da bissec¢do pode ser aplicados a f(x)? Explique.
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Meétodo de Newton:

1. Encontre, usando o método de Newton os valores de x aos quais os gréaficos
de f(x) = x> —4 e Inx se interceptam com DIGSE 3.

2. Considere o problema de calcular as solug¢oes positivas da equagao:

tan (x) = 2x°

(a) Use o método gréfico para isolar as duas primeiras raizes positivas em
pequenos intervalos. Use a teoria para argumentar quanto & existéncia e
unicidade das raizes dentro intervalos escolhidos.

(b) Calcule cada uma das raizes pelo método de Newton com 5 digitos

significativos e discuta a convergéncia comparando com o item (b).

3. Considere a equagdo e’ = x. Trace gréafico com auxilio do computador
e verifique que ela possui uma raiz positiva. Encontre uma aproximacao
para esta razao pelo gréfico e use este valor para inicializar o método de
Newton e obtenha uma aproximagio para a raiz com 4 digitos significa-
tivos.

4. Verifique com auxilio do MATLAB o numero de intersec¢oes de f(x) =
sin(x) e g(x) = logx. Utilize o método de Newton para calcular o menor
valor positivo que satisfaz essa equacédo, se possivel.

5. Considere o método de Newton aplicado para encontrar a raiz de f(x) =
x% —2x+ 2. O que acontece quando x(0) = 0? Escolha um valor adequado
para inicializar o método e obter a tnica raiz real desta equagdo.

6. Encontre as raizes do polinémio f(x) = x* — 4x? + 4 através do método de
Newton.
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Meétodo da Secante:

1. Dé uma interpretagdo geométrica ao método das secantes. Qual a van-
tagem do método das secantes sobre o método de Newton?

2. Aplique o método das secantes para resolver a equagdo

3. Existem infinitos valores positivos tais que

e ¥ =sinx

(a) Use o método gréfico para verificar aproximadamente onde se encon-
tram as interse¢des, bem como decida valores iniciais para iniciar suas
iteragoes.

(b) Aproxime via método da Secante o menor valor positivo que satisfaz
essa equagao com tolerancia igual a 1073.

4. Verifique com auxilio do MATLAB o numero de interse¢oes de f(x) =
cos(x) e g(x) =logx. Utilize o método da secante para calcular os valores
que satisfazem essa equacdo.

5. Encontre as raizes do polinémio f(x) = x* — 4x? + 4 através do método da
Secante com tolerancia de 1073,
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Meétodo da Iteragio Ponto Fixo:

1.

Determine uma ou mais separa¢des algébricas para as fung¢Ges abaixo
com o intuito de resolvé-las via método da Iteracdo Ponto Fixo:

(a) f(x) = x> ~x+1

(b) f(x)=3""—x+2
() f(x)=x*~x —ln( )
(d) f(x) = xe* -

(e) f(x) = x3—COS(X)

. Resolver a equagdo ¢* = x + 2 é equivalente a calcular os pontos fixos da

funcdo g(x) = e*—-2. Use a iteracdo do ponto fixo com xy, = —1, 8 para obter
uma aproximagao de uma das solugdes da equagdo dada com tolerdncia
igual 1077,

Mostre usando Matlab que a equagéo:

cos(x) =x

possui uma unica soluc¢do no intervalo [0, 1]. Use a itera¢do do ponto fixo
e encontre uma aproximagao para esta solugdo com 4 DIGSE.

Encontre a solugdo de cada equagdo com tolerancia 1076.

(a) e* = x+ 2 no intervalo (-2, 0).

(b) x3 + 5x? =12 = 0 no intervalo (1, 2).

(c) vx = cos (x) no intervalo (0,1).

Encontre numericamente as trés primeiras raizes positivas da equagio
dada por:

X

cos(¥) = 19732

com tolerancia 107,
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4 SISTEMAS LINEARES

A solugdo de sistemas lineares muitas vezes é associada a problemas reais de
engenharia. Vamos estudar nesse capitulo técnicas numéricas usadas para
solucionar esses sistemas. Trataremos também do conceito de condiciona-
mento de um sistema linear e quando serd possivel ou ndo empregar tais técnicas.
Os métodos a serem empregados sdo métodos iterativos e basicamente estu-
daremos aqui dois deles: Método de Jacobi e Gauss-Seidel.

Vamos inicialmente considerar o sistema linear:

aj Xy +apXxy+..tapx, = bl

ax1 X1 +anxXxy+...+ar,x,

|
S
¥

Ap1X1 + ApoXo + .o+ ay,x, = by,

e que matricialmente podemos descrevé-lo como

a1 412 o A1 X1 by
azy Az - Ay X2 by
) Xn bn

A solucdo desse sistema (Ax = b) pode ser obtida de diversas formas analiticas,
mas nem sempre de maneira trivial. Uma das técnicas a ser usada é a da
elimina¢do gaussiana ou ainda a obtencdo da sua inversa para que possamos
ter x = A~!b. Tais técnicas analiticas sio empregadas costumeiramente quando
temos uma matriz A com coeficientes inteiros ou com pequena variagao entre
si, mas em casos em que essas duas coisas nao ocorrem podemos usar técinicas
iterativas.

4.1 Meétodo de Jacobi

O Método de Jacobi visa isolar na i-ézima linha a varidvel x; tendo assim uma
nova equacgao para cada linha desse sistema. Considerando novamente o sis-
tema

aj Xy +apXxy+..tapx, = bl
ay1 X1 +axpXxy+..+arx, = b2
1%+ ApoXo + .o+ ay,x, = by
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de

Podemos fazer para cada linha

a12 a] by
x; = ——Exy — e —2x, 4+ —
a1 a1 a1
a1 a b,
X) = ———x - o —Lx,  + ==
az; azs az;
an Apn-1 b
X, = ——X - X, + 2L
Ann Ann Ann
0 que em nota¢do matricial se traduz em
0 42 ... _Aum b
X1 i, arn %1 X1 ary
_921 0 _ % by
x2 _ az; a) X2 L @
x L sl x b,
n Ann Ann n a.
anll
—— ~———
Xn+1 M Xn

Assim, vamos realizar itera¢Ges para aproximar a solu¢do de Ax = b através

Xp41 = Mxy +c

As iteracdes serdo da forma
xo = Chute Inicial

n
b; aij

xj,(n+1) = — - fxi,(n), ] € {1,2,...,11}

s a:
i ey

Segue abaixo o Codigo em Matlab para o Método de Jacobi:

function [X,delta,Z] = jacobi(A,b,X0,eps,max)

n=length(b);

Xant = XO0;
X=X0;
Z = X0';

for k=1:max,
for j = 1:n,

c

Sum = b(j) - A(j,[1:§-1,j+1:n])*Xant([1:j-1,j+1:n]);

X(j) = Sum/A(j,]);
end
Z=172;X"1];
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delta = norm(abs(X-Xant),1);
if (delta<eps) break, end
Xant = X;

end

Onde as entradas sdo a matriz A, o vetor b, o chute inicial X0, a tolerdncia
eps e o numero maximo de iteragdes max.

Porém a convergéncia do método s6 é garantida se as entradas na matriz M
somadas por linhas devem ser menores que o elemento da diagonal, isto é, se

n

Y lal<ajjje(1,2,..n) (4.4)

i=1,i#j

Isto é, se a matriz A for diagonal dominante.
Exemplo: Considerando as matrizes A e B,

4 -1 1

A=|2 7 2 (4.5)
2 -1 9
(1 -5 2]

B=|2 2 2 (4.6)
2 -1 1 |

nesse caso A é diagonal dominante e B nao.

Segue um c6digo para a verificacdo se uma matriz é diagonal dominante:
function r = diagdominante(A,n)

for i = 1:n

j=1:n;

i(i) =115

B = abs(A(i,j));

Check(i) = abs(A(i,i)) - sum(B);

if Check(i) < O

fprintf(’A matriz ndo é diagonal dominante na linha %2i\n\n’,i)
else

fprintf(’A matriz é diagonal dominante na linha %2i\n\n’,i)
end

end

end

Onde as entradas sdo a matriz A e a ordem n da mesma.

Exemplo: Considere o sistema linear abaixo:
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1.2x; +-0.4x, +0.1x,, = 0.4
0.1X1 +0.7X2+0.21Xn = 0.2
0.2x; —0.1x, +1.76x3 = 0.2

o qual podemos escrever matricialmente Ax = b onde

A=] 01 0.7 0.21

0.2 -0.1 1.76

0.4
b= 0.2
0.2

O qual podemos verificar se é diagonal dominante através do c6digo em
Matlab, apds cadastrar a matriz A e chamando

>> diagdominante(A,3)

e o programa devolve

A matriz é diagonal dominante na linha 1

A matriz é diagonal dominante na linha 3

A matriz é diagonal dominante na linha 3

Isto é, podemos resolver esse sistema via Jacobi.

Fazendo com xj = (0,0,0)7 e tolerancia igual a 10~* e 20 iteracdes, chamamos
o programa jacobi.m fazendo

>> jacobi(A,b,X0,0.0001,20)

onde teremos como resposta

1.2 -04 0.1 ]

/ =

0 0 0
0.3333 0.2857 0.1136
0.4191 0.2040 0.0920
0.3937 0.1982 0.0776
0.3929 0.2062 0.0802
0.3954 0.2055 0.0807
0.3951 0.2050 0.0804
0.3950 0.2052 0.0804
0.3950 0.2052 0.0804
ans =

0.3950

0.2052

0.0804

Ou seja, foram necessarias 8 iteragdes pelo método de Jacobi para aproxi-
mar com a tolerdncia desejada.
Assim, a solucdo aproximada é dada por

33



0.3950
xg=| 0.2052
0.0804

4.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O Método de Gauss-Seidel visa solucionar também um sistema linear de forma
iterativa tal qual o Método de Jacobi, mas atualizando dentro de cada iteragdo
as variaveis ja calculadas. Assim, iniciamos com o mesmo sistema de forma
geral

a1 Xy +apXxy+..taux, = bl
ar1X1 +axxy+.+aryx, = b2
Ap1X1 +apXo + .o+ ay,x, = by

Podemos fazer para cada linha

. = alzx An by
. = Az, . _Mn 1
a1 a1 a1

a a b

X, = - lel_ _ 42n 2
a a2 a2

an1 An,n-1 bn
Xy, = ——=X{—..——/X;_1 + —
Ayn Ann Ann

Mas ao contrério de Jacobi, atualizaremos a cada nova linha os valores re-
centemente calculados. Por exemplo, na primeira iteragdo ao calcularmos a
aproximacdo de x, usaremos ja atualizada x; assim como no calculo de x3, us-
aremos os ja atualizados x; e x,. Entdo de maneira geral, temos que

11

xo = Chute Inicial (4.7)
X; —ﬁ—i_l ﬁx - iﬁx iefl1,2,..,n} (4.8)
jn) = a;;  aij plnt1) = a:; jny ] 7 &penes .

]=

Matricialmente, se temos Ax = b, faremos A = L + D + U (triangular infe-
rior+diagonal+triangular superior)e teremos que
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Ax = b
(L+D+U)x = b
Lx+Dx+Ux = b
Dx = —(L+U)x+b
x = -DYL+U)x+D7'b
x = -D'Lx—-D'Ux+D7'b
x-D'Lx = -D'Ux+D™ b
(I-D'L)x = -D'Ux+D7'b
x = —(I-D'L)D'Ux+(I-D'L)D™ b

e por fim teriamos que

Xpe1 =—I-D'L)D'Ux,+(I-D'L)D 'b (4.9)
Segue abaixo o Cddigo em Matlab para o Método de Gauss-Seidel:

function [X,delta,Z] = gseidel(A,b,X0,eps,max)
n = length(b);

Xant = XO0;
X=XO0;
Z = X0';

for k=1:max,

for j = 1:n,

if j==

Sum = b(1) - A(1,2:n)*Xant(2:n);
elseif j==n

Sum = b(n) - A(n,1:n-1)*X(1:n-1);

else

Sum = b(j)-A(j,1:j-1)=X(1:j-1)-A(j,j+1:n)*Xant(j+1:n);
end

X(j) = Sum/A(j,j);

end

Z=1Z;X"1;

delta = norm(abs(X-Xant),1);
if (delta<eps) break, end
Xant = X;

end

Onde as entradas sao a matriz A, o vetor b, o chute inicial X0, a tolerdncia
eps e o numero maximo de iteragdes max.
Exemplo: Se tomarmos o mesmo exemplo da se¢do anterior
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1.2x; +-0.4x, + 0.1x,, 0.4
0.1X1 +0.7X2+0.21Xn = 0.2
0.2x; —0.1x, +1.76x3 = 0.2

o qual podemos escrever matricialmente Ax = b onde

A=] 01 0.7 0.21

0.2 -0.1 1.76

0.4
b= 0.2
0.2

que é diagonal dominante conforme jd vimos anteriormente, isto é, pode-
mos resolver esse sistema via Jacobi e também via Gauss-Seidel.

Fazendo com xq = (0,0,0)7 e tolerancia igual a 10™* e 20 iteracdes, chamamos
o programa gseidel.mfazendo

>> gseidel(A,b,X0,0.0001,20)

onde teremos como resposta

1.2 -04 0.1 ]

/ =

0 0 0
0.3333 0.2381 0.0893
0.4053 0.2010 0.0790
0.3938 0.2058 0.0806
0.3952 0.2051 0.0804
0.3950 0.2052 0.0804
0.3950 0.2052 0.0804
ans =

0.3950

0.2052

0.0804

Ou seja, foram necessdrias 6 iteragoes pelo método de Gauss-Seidel para
aproximar com a tolerdncia desejada.
Assim, a solugao aproximada é dada por

0.3950
xg=| 0.2052

0.0804
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4.3 Normas Matriciais e Condicionamento de Sis-
temas

Sistemas matriciais sdo de grande utilidade na resolu¢do de problemas de en-
genharia, porém cada caso é deduzido conforme sua aplicacdo e muitas vezes
esses sistemas podem ndo ser bem condicionados. Estudaremos nessa secdo,
como identificar e proceder com sistemas ditos mal condicionados. Iniciamos
nossa abordagem apresentando um sistema linear simples de duas variaveis,
dado por:

x+y = 2
1001x+1000y 2001

cuja solugdo é x =1 e y = 1. Este sistema pode ser escrito matricialmente
como Ax = b onde

1 1 2
A_[ 1001 1000 ]’ b_[ 2001 ]

No caso desse sistema podemos identificar que a solugdo é dada por duas
retas que se intersecionam no ponto (1,1) no sistemas de coordenadas carte-
sianas do plano xy. Se procedermos uma pequena alteracdo na matriz A e
tornarmos a mesma

.01 1
A‘[ 1001 1000 ]

A solugdo do sistema passa a ser x = —0.11 e y = 2.02 o que configura
uma mudanga brusca em termos percentuais. Mas porque quando altercio
em 1% apenas uma coordenada do sistema suas respostas alteram em torno
de 90%? Trata-se claramente do um sistema mal condicionado, onde peque-
nas altera¢oes em A ou em b podemos ocasionar mudancas de grande porte na
solucao.

Para quantificarmos isso, devemos entender previamente as propriedades
das normas matriciais. Dizemos que a norma de uma matriz A é dada por || A ||
e usaremos trés tipos delas para célculo, sdo elas

1/2
2

N A= (X Xy af)
* A lli=max; {7 la;;l}

* 1A llo=max;{} iy lajjl}

anorma 2 é mais conhecida e também chamada de norma euclidiana, pois
também é a mesma defini¢do de médulo de um vetor. Ja a norma 1, por sua
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defini¢do, é simplesmente a coluna de maior soma em moédulo e a norma in-
finito é a linha de maior soma em médulo. Tomamos como exemplo a matriz
A definida abaixo:

2 1 4
A= -1 1 5
3 4 -2

Nesse caso, temos que

1/

2
s AlL=(22+12+42+ (=12 +12+ 52+ 22+ 42 +(-2)?) " =6,7298

* [Al=4+[51+[-2[=11
* 1A= 13]+14l+]-21=9

e podemos sempre usar o Matlab para o calculo de normas matriciais, com
os comandos:

>> norm(A)

>> norm(A,1)

>> norm(A, inf")

respectivamente para norma 2,1 e infinito.

Algumas das propriedades importantes das normas sdo dadas por: (validas
para qualquer uma das trés normas)

* [laAll=lal || Al
* [1AB]I<[l Al Bl
* lA+Bl<llAfl+1IBl

Assim, podemos voltar ao exemplo inicial do sistema Ax = b, tomaremos
inicialmente 0, como a altera¢do ocasionada no vetor solu¢do e o, um pequena
alteracdo ocasionada no vetor b (a andlise é analoga para a matriz A). Teremos
que

Alx+8y)=b+8, (4.10)

e consequentemente por Ax = b, teremos que Ad, = 0,. Gostariamos de

estudar a influéncia de pequenas alteragoes sobre a solugdo. Vamos entdo ol-

. < . 5
har a para o erro relativo da solugdo que é dado por ””;‘”” e podemos escrever

inicialmente que

IFox li<l A 1l oy I (4.11)
pois o, = A716;,. Também por outro lado, temos que Ax = b implicando que
[l Alll x |=|| b || e portanto || x ||> %. Dividindo a dltima equagdo por || x ||

teremos que
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~ -1
ox 1l _ 11A™ Il o |l

< (4.12)
[l Il
e usando que || x ||> %, teremos que
llox il _ AT LA 6 I
< 4.13)
1 151 (
Assim,
[l ox || - Il 0 |l
<llA™ A= (4.14)
Il = ——— It
~—— ~——
x(A)
ER(x) ER(b)
logo, o namero de condicionamento da matriz A é dado por
K(A) =l Al ATl (4.15)

De maneira que podemos concluir que o erro relativo no vetor solugdo x
pode variar até x(A) x ER(b) (nimero de condicionamento de A vezes o erro
relativo do vetor b). Em outras palavras, uma pequena perturbacdo no vetor b
pode acarretar uma pertubacdo muito maior na solu¢do se o niimero de condi-
cionamento da matriz A for alto.

Exemplo:

Considere o sistema Ax = b dado por

2 1 4 2
-1 1 5 b=|1
3 4 -2 3

cuja solugao é x = (0.38,0.54,0.16)
porém ao perturbarmos b em 2% na primeira coordenada, teremos que

A=

b= 1

3

2.04 }

teremos como soluc¢do x = (0.40,0.53, 0.17)T. De fato, parece tratar-se de
um sistema bem condicionado. Verificando esse fato temos que ao cadastrar
no Matlab a matriz A e usar o comando

>> cond(A)

e temos como resposta

>> ans = 4.1385

Como &, = (0.04,0,0)T e consequentemente || 8, ||,= 0.04 e || b ||,= 3.7417,
teremos que % = 3_07'2‘117 = 0.0107, ou seja, teremos erro em x de no maximo

o(A) 0l = 41385 % 0.0107 = 0.0442, ou seja, de 4,42%.
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4.4 Exercicios

Meétodo de Jacobi e Gauss-Seidel:

1. Em cada caso, verifique se as matrizes sdo diagonais dominantes:

(a)

3 1 0 1
-1 6 2
2 1 19 -2

32 -1 1 4

0.723x—-0.263y+ 0.089z=2.4
1.721x-2.263y + 0.491z = 2.1
0.632x—-0.263y +9.019z=-7.4

2. Considere o sistema

0.723x—-0.263y + 0.089z = 2.4
1.721x - 2.263y + 0.491z = 2.1
0.632x—-0.263y +9.019z =-7.4

Resolva no Matlab usando o comando >>A\b e ap6s resolva (compara-
ndo) por Jacobi e Gauss-Seidel com tolerancia 10~* e diga em cada caso
quantas iteracoes foram necessarias.

3. Diga se é possivel resolver o sistema abaixo com Jacobi ou Gauss-Seidel e
porque (em caso afirmativo ou ndo).

1.705x — 2.163p + 0.421z = 2.101
0.832x—0.263p+11.019z = 7.1
0.623x —0.163y +0.089z = 1.4

4. Faga uma permutacdo de linhas no sistema abaixo e resolva pelos métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel com tolerancia de 1073:
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X1+].0X2+3X3 =27
4X] + X3 =6
2X1 +X2+4X3 =12

5. Considere o seguinte sistema de equagdes lineares:

X1 —x,=0

i\
—Xj-1 +5X]' —X]'+1 = COS(E),] = 2,...,10
X11 = X10/2

Construa a iteragdo para encontrar a solugao deste problema pelos métodos
de Gauss-Seidel e Jacobi com tolerancia igual a 107>,

6. O circuito linear da figura pode ser modelado pelo sistema dado a seguir.
Escreva esse sistema na forma matricial sendo as tensées Vi, V,, V5, Vy e
V5 as cinco incégnitas. Resolva esse problema quando V =127 e

() R1=R2=R3=R4=2eR5=R6=R7=100e R8 =50.
(b)) R=R2=R3=R4=2eR5=50e R6 =R7=R8=100.

i L e xR L Vs
| S | — | S | |
R1 R2 R3 R4
o U RS D R6 :|Fl.? |:|R8
Vi =V
V-V V-V V.
1=V, V5=V Vo _
R R,  Rs
V,-V. -
2=Vs Va-Vs Vs _
R, R;  Re
V3=V, -
3=Ve Vs-Va Vi _
R; Ry R7
Voy-Vs Vs 0
Ry Ry

Complete a tabela abaixo representado a solugdo com DIGSE 4:
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Caso Vl V2 V3 V4 V5
(a)
(b)

Condicionamento de Sistemas:

1.

Em cada caso, calcule o nimero de condicionamento relativo ao sistema
Ax =b e explique o que o mesmo significa. Logo apés, usando o Matlab,
resolva o sistema A e b dados e posteriormente resolva com pequenas
variagbes em A e b e compare.

(a)

2 22 6 2
A=l 1 4 2 |, b=| 1
71 0 401 4.2
(b)
2.01 2.23 -1.89 1
A=|123 891 0 |, b=| -1
3001 2 -0.45
()
A=

200 21 19 1
-0.01 23 0.01 |, b=] 20
30 1 159 -1

Calcule o nimero de condicionamento do sitema para os valores de A
pedidos nas trés normas possiveis:

71x+41y
Ax+30y = 4

Il
—
o

(a) Quando A =51.
(b) Quando A = 52.
(c) Quando A =51,5.

Usando a norma 1, calcule o numero de condicionamento da matriz

1 2
A_[ 2+¢ 4]

em funcdo de ¢ e considere 0 < ¢ < 1, faga o limite quando ¢ — 0 e inter-
prete o resultado.
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4. Considere os sitemas

100000x —9999.99y = —10
~9999.99x +1000.1y = 1
100000x - 9999.99y = —9.999
~9999.99x+1000.1y = 1.01

Encontre a solu¢do de cada um e discuta usando o conceito do nimero
de condicionamento.
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5 INTERPOLACAO

Muitas vezes de posse de um conjuntos de dados ou pontos em um plano,
nos questionamos se é possivel modelar uma curva que interprete o compor-
tamento dessa distribui¢do de pontos e que passa por eles. Na interpolacio
estudamos como modelar tais curvas de modo que essas condi¢des sdo satis-
feitas. De maneira mais geral teremos um conjunto de pontos

(xlryl ), (x2, Y2)s 0 (X0, 1)

que pode ser distribuido conforme suas posi¢des no plano xy da forma:

A y
Yn ®
] e * i
)
Y2 s
X1 X.z X3 Xn o X

Vamos buscar uma fun¢ido y = f(x) tal que f(x;) = y;¥i € {1,2,...,n}. Chamamos
tal funcdo f de funcdo interpoladora dos dados.

Iniciamos a discutindo qual o polindmio de menor grau possivel que inter-
pola um certo ntimero de pontos. Por exemplo, no caso de termos apenas dois
pontos, vamos interpolar por uma reta (polinémio de grau 1), como mostra o
desenho.

No caso de trés pontos, teremos que interpolar por um polindmio de grau
2, pois existe a chance deles ndo serem colineares e portanto um polindémio de
grau 1 ndo bastaria para modelar essa fun¢do. Assim, teriamos
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De maneira geral, temos que n pontos serdo interpolados por um polindémio
de grau n—1. A interpolacdo polinomial é um caso particular do problema
geral de interpolagdo, no qual a familia de fungées é constituida de polinémios.
O teorema da Aproximacdo de Weierstrass, segundo o qual, qualquer fungdo
continua definida em um intervalo fechado pode ser aproximada uniforme-
mente por um polindmio tdo bem quanto se queira.

Teorema: (Weierstrass) Seja f uma funcdo continua definida no intervalo
fechado [a,b] e seja & um niimero positivo. Entdo existe um polindmio p, tal que
para todo x € [a,b), |f (x) — p(x)| < .

O teorema de Weirestrass afirma que existe um polinémio tdo préximo
quanto de queira da funcao a ser interpolada. Para determinar esse polinémio
precisamos de algumas técnicas, uma delas é a resolu¢do de um sistema cujo
sua montagem é determinada por y; = f(x;) paratodoi € {1, 2,...,n} e chamamos
entre outros nomes, essa técnica, interpolacao via matriz de Vandermonde.

5.1 Matriz de Vandermonde

Vamos considerar um exemplo cujo a intengao é interpolar um polinémio que
passa por 3 pontos. Sejam os pontos

(1,1),(2,0.5),(3,2)

Assim teremos que interpolar por um polindmio de grau 2 da forma p;(x) =
ax? + bx + ¢ que passe por esses pontos, isto ¢, tal que

a1?+bl+c = 1
a2’ +b2+c = 05
a3’ +b3+c = 2

Tornando assim um sistema linear da forma
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1 1 19[a] [ 1

22 2 1 || b|=]|05
33 3 1| c 2
Cuja solugdo é exatamente a = 1,b = —3.5,c¢ = 3.5 tornando o polinémio
interpolar
pa(x) =x>—3.5x+3.5 (5.1)

Essa solugdo para casos maiores pode ser descoberta usando o Matlab com
0 programa

Cédigo em Matlab para Interpolacdo via Matriz de Vandermonde:

function s = vandermonde(x,y)

yt =y’;

A = vander(x)

s=A\yt

end

A matriz desse sistema é chamada de Matriz de Vandermonde e quando
desejamos interpolar um polinémio de grau n—1 tem em geral a forma

n n—1
X1 X1 X 1
n n—
Xy X 1
Av = . . (5-2)
n n—1
xn—l xn—l 1

ainda no mesmo exemplo, proceder da seguinte maneira. Primeiramente
cadastramos os pontos como vetores, um com as coordenadas de x e outro com
as coordenadas de y. No Matlab:
>> x=[1 2 3];
>> y=[1 0.5 2 ];
Logo apds chamamos o programa
>> vandermonde(x,y)
teremo como resposta
ans =
1.0000
-3.5000
3.5000
Para verificacdo podemos plotar o gréafico juntamente com o conjunto de
pontos, fazendo antes a defini¢do da fun¢do dentro do dominio (nesse caso o
dominio é de 1 a 3, faremos uma pouco maior, de 0 a 4) entdo temos
>> x1=(0:0.1:4);
>> y1=x1.72-3.5*x1+3.5;
e posteriormente
>> plot(x,y, *r’,x1,y1)
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Assim teremos que

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help kl
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5.2 Interpolacdo via Lagrange

Outro tipo de interpolagdo é a utilizagdo dos polinémios de Lagrange. Dado
um conjunto de pontos distintos dois a dois, definimos os polinémios de La-
grange como os polinémios de grau n-1 que satisfazem

L,k=j
€k<x]->={ k=]

Assim, o polindmio p(x) de grau n—1 que interpola os pontos dados tal que
p(xj)=y;j,j=1,..,nédado por

p(x) = 9161(x) + 9202(x) + ... + 9 lu (%) (5.3)
Estes polinémios de Lagrange sdo da forma:
n
(x—x;)
Ci(x) = 5.4

j=1,jxi

Como exemplo, podemos tomar o problema de encontrar o polinémio da
forma p3(x) = azx3+a,x?+a, x+ay que passa pelos pontos {(0,0),(1,1),(2,4),(3,9)}.

Escrevemos entao no Matlab que

>> x=[0 1 2 3];

>> y=[0 1 4 9];

e utilizaremos o c6digo em Matlab que monta esses polindmios de Lagrange
e devolve os mesmos ja na sua forma interpoladora (como na equagdo 5.3 ).

Cédigo em Matlab para Interpolacdo via Lagrange:

function C=lagrange(x,y)

ni=length(x);

n=ni-1;

L=zeros(n1,n1);

for k=1:n+1;

v=1;

for j=1:n+1;

if k™=j

v=conv (v,poly(x(j)))/(x(k)-x(j));

end

end

L(k,:)=v;

end

Assim, ao chamarmos o cédigo,
>> lagrange(x,y)

teremos como resposta

ans =
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-0.0483 1.0950 0.1533 0
que sdo os coeficientes de polinémio de grau 3 que interpola os pontos da-
dos, isto é, teremos que

p3(x) = —0.0483x> +1.0950x% + 0.1533x (5.5)

podemos além disso analisar o comportamento dessa func¢do juntamente
com o conjunto de pontos. Nesse caso fariamos que

>> x1=(-0.5:0.1:3.5);

>> y1=-0.0483%x1.73+1.0950* x1.72 +0.1533*x1;

aqui fica evidente que escolhemos um dominio um pouco maior que o dado
(de -0.5 a 3.5 a0 invés de 0 a 3) para analisar os pontos dados no plano de
maneira mais clara. Posteriormente, fazemos

>> plot(x,y, *r’,x1,y1)

Assim teremos que

4| Figure =

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k]
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5.3 Exercicios

Interpolagdo por Vandermonde:

1. Encontre o polindmio interpolador utilizando a matriz de Vandermonde
para o conjunto de pontos {(-2,-47),(0,-3),(1,4),(2,41)}. Entédo, faga um
grafico com os pontos e o polindmio interpolador encontrado.

2. Encontre o polindmio de grau 4 que interpola os pontos {(—1,-4),(0,-3.1),(1,1.4),(2,4.2),(3,3.1)}.
Entéo, faga um grafico com os pontos e o polinémio interpolador encon-
trado. Aproxime o valor desse polindmio em x = 2.3 e x = 3.4 e verifica
os pontos no grafico obtido.

3. Encontre o polindmio interpolador utilizando a matriz de Vandermonde
para o conjunto de pontos {(—2,-1),(0,-3),(2,5)}. Entdo, faga um grafico
com os pontos e o polinémio interpolador encontrado.

4. Um professor corrigiu a nota da uma prova de peso 10,00 de seis de seus
alunos e comparou com o tempo que cada um levou para realizar a prova
em minutos. Obtendo o seguinte resultado:

Ay | Ay | A3 | Ay | As | As
tempo(min) | 32 | 49 | 65 | 105 | 132 | 163
Nota 32|46 |73] 81|70 | 6.2

Monte um polinédmio interpolador que modelo as notas pelo tempo gasto
e diga o que se espera de um aluno que leve 124 minutos para fazer a
prova.

5. Explique a razdo de cada item baseado na teoria:

(a) Existem infinitas parabolas que interpolam dois pontos dados {(x1, 1), (x2,v2)},
com x1 #x2.
(b) N4o existe reta que interpola os pontos (1, 1), (2, 2,1), (3, 3).

(c) Nédo existe parabola de equagdo y = ag + a;x + a,x? que interpola
dois pontos dados {(x1,1),(x1,92)}, com y; # y,. Mas, existem infinitas
parabolas de equagao x = ag +a,y + a,p* que interpolam estes pontos.

(d) Um modelo de interpolagao que foi montado para valores de x entre 0
e 10 foi usado para aproximar um ponto em que a coordenada x era 11.3.
O resultado foi muito maior do que o esperado.

Interpolagdo por Lagrange:
1. Encontre o polindmio interpolador de Lagrange para o conjunto de pon-

tos {(-2,-1),(0,-1),(1,5),(2,7)}. Entdo, faca um gréafico com os pontos e o
polindmio interpolador encontrado.
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2. Encontre o polindmio de grau 4 que interpola os pontos {(-1,-2),(0,-1),(1,1),(2,0.4),(3,6)}.
Entdo, faca um gréafico com os pontos e o polinémio interpolador encon-
trado. Aproxime o valor desse polindmio em x = 2.1 e x = 3.9 e verifica
os pontos no grafico obtido.

3. Encontre o polinémio interpolador de Lagrange para o conjunto de pon-
tos {(-2,-1),(0,-3),(2,5)}. Compare o resultado com o exercicio 3 de Van-
dermonde e faga um gréfico com os pontos e o polinémio interpolador
encontrado.

4. Um experimento realizado obteve dados referentes a evolugdo de uma
taxa de juros ao longo de seis meses. Obtendo assim o seguinte padrao:

My | My | My | My | Ms | Mg
tempo(meses) 1 2 3 4 5 6
taxajuros (%) | 1.22 | x 1.24 | 1.29 | 1.19 | 1.25

Monte um polinémio interpolador via Lagrange que modele esse prob-
lema e aproxime a taxa de juros no segundo més.
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6 AJuUsTE DE CURVAS

Vamos aqui neste capitulo, discutir como podemos ajustar uma determinada
curva a um certo conjuntos de dados. Abordaremos principalmente o método
dos minimos quadrados. Em outras palavras estamos nos perguntando como
¢é possivel uma vez dado um conjunto de N pontos da forma {(x;,y;)} com
i €{1,2,..,N} encontrar uma funcio f(x) que melhor se ajuste a esses pontos.
Cabe aqui salientar que, diferentemente da interpolacdo, a fung¢do f(x) que es-
tamos buscando nio precisa necessariamente passar por todos estes pontos do
conjunto dado.

A y
Yn
Y
Yu peee- q
Y2
> x
X; X2 X3 Xn

6.1 O Métodos dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados busca ajustar uma fun¢do que tem forma
similar ao conjuntos de pontos dados. Por exemplo, no desenho anterior vimos
que uma RETA melhor se aproxima desses pontos. Esse método busca medir
a distancia de cada ponto a fun¢do em questdo. Encontrando a func¢io cuja
a soma dos quadrados das distdncias é minima, o que da nome ao método
supracitado. Vamos realizar a dedu¢do do método supondo que a fun¢éo a qual
desejamos ajustar é uma reta, mas a dedugdo para outras fungoes é analoga.
Consideramos entdo a figura

A y
Reta: ax+b
® o
ax;+b (4
Y. } Yi-@x;+b)
e
X > x

Desejamos que as somas dos quadrados das distdncias seja minima, entao
faremos
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o que nos leva a

N
[Zz(yz ~ (ax; + b))(—xn] =0 (6.4)
i=1
e ainda que
N
) @i (ax;+b) =0 (6.5)
i=1
N
Z(—xiyi +ax? +bx;) =0 (6.6)
i=1
e portanto

0 que nos leva ao sistema
e
- -| & (6.9)
[ Nxi f\ilxiz a YN vix

Assim, podemos ver que a solucdo é dada atrdves desse sistema que desco-
bre os valores a e b, isto é, a reta y = ax + b.

Exemplo:

Digamos que queremos verificar se podemos ajustar um certo conjuntos de
pontos por uma reta. O conjunto de pontos é dado por:

{(1,3.2),(1.5,3.45),(2,3.53),(2.5,3.72),(3,3.89), (3.5,4.01), (4, 4.19), (4.5, 4.31)}
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podemos verificar previamente no Matlab qual o comportamento desses
conjunto de pontos. Para isso, cadastramos 2 vetores horizontais que das coor-
denadas x e y respectivamente. Isto ¢,

>> x=[11.522.53 3.5 4 4.5]

>> y=[3.2 3.45 3.53 3.72 3.89 4.01 4.19 4.31]

>>plot(x,y, *r")

obtendo:

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Aqui vemos claramente que uma curva possivel para ajuste, seria uma reta.
Vamos entdo buscar via minimos quadrados essa reta. Uma vez ja cadastrados
o0s vetores com as respectivas coordenadas de x e y vamos chamar o c6digo que
realiza o célculo de a e b via minimos quadrados.

Codigo em Matlab para Ajuste via Minimos Quadrados:

function a=minqreta(x,y)

ni=length(x);

m1=0;m2=0;b1=0;b2=0;

for i=1:n1;

mi=m1+x(i)"2;

m2=m2+x (i) ;

b1=b1+x(i)*y(i);

b2=b2+y(i);

end

M=[n1,m2;m2,m1];

b=[b2;b1];

a=M\b

Chamando entao o c6digo, para o nosso exemplo, teremos que

>> minqreta(x,y)

nos devolve

ans =

2.9311

0.3114

Sendo assim, a reta que melhor se ajusta a esses pontos é dada por

p=0.3114x+2.9311 (6.10)
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Verificando no préprio Matlab, temos que

>> x1=(0:0.1:5);

>> y1=0.3114%x1+2.9311;

aqui fica evidente que escolhemos um dominio um pouco maior que o dado
(de0a5aoinvés de 1 a 4.5) para analisar os pontos dados no plano de maneira
mais clara. Posteriormente, fazemos

>> plot(x,y, *r’,x1,y1)

Assim teremos que

& Figure 1 (=] il

6.1.1 Ajuste por outras Curvas

Se desejarmos aproximar problemas por uma pardbola também é possivel e
a dedugdo é analoga. No caso de ajuste a uma polinémio de segundo grau,
teremos que o sistema a ser resolvido é

N N .2 N

A e B | I I

i=1 i i=1% i=1%; b= Xiivixi (6.11)
a

1
N .2 N .3 N N 2
i=1%; iz % Lim X Yis1YiX;

FCNEREN

1

cujo c6digo para resolucdo em Matlab é dado por
Codigo em Matlab para Ajuste via Minimos Quadrados (Parabola):
function a=mingparabola(x,y)

ni=length(x);
m1=0;m2=0;m3=0;m4=0;b1=0;b2=0;b3=0;

for i=1:n1;
m2=m2+x(i)"2;
mi=m1+x (i
m3=m3+x ( i
md=m4+x (i
b1=bl+y(i
b2=b2+x (i
b3=b3+y (i
end
M=[n1,m1,m2;m1,m2,m3;m2,m3,m4];

-3,

4,
xy(i);
*x(i)"2;

—_— — — — — ~—
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b=[b1;b2;b3];
a=M\b
end

Se desejarmos aproximar por uma hipérbole do tipo

1
ax+b

Y= (6.12)

Basta que fagamos a mudanca de varidvel do tipo Y = % tornando a equagdo
anterior em

Y=ax+b (6.13)

assim, usaremos 0 mesmo sistema para obtencdo da reta de ajuste, tornando-
o da forma

N N 1
S H b ]: ke (6.14)
Yioixi Lizx ]| @ Yzt g%
Se desejarmos aproximar por uma curva exponencial do tipo
v =ke™ (6.15)
fazendo
In(y) = Inke*
In(y) = In(k)+In(e™)
In(y) = In(k)+ax
~—— ——
Y K
Logo
Y=K+ax (6.16)
Logo o sistema fica
N Nox H K ] YN Iny; }
N = = 6.17)
Lix Ll || L Inyx; (
com k = K.
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6.2 Exercicios
Ajuste de curvas:

1. Sejam dados o conjunto de pontos {(0.23,-0.54),(—0.30,-0.54), (0.04,-0.57)}.
Encontre a fung¢do f(x) = ax+b que melhor se ajusta no sentido de minimos
quadrados aos pontos dados. Faca, entdo, um gréafico com os pontos e o
esbogo da fungéo ajustada.

2. Seja dado o conjunto de pontos {(-1,94,1,02),(-1,44,0,59),(0,93,-0,28),(1,39,-1,04)}.
Encontre a fungdo f(x) = ax+b que melhor se ajusta no sentido de minimos
quadrados aos pontos dados. Entdo, responda cada item:

(a) Encontre o valor de f(1).
(b) Encontre o valor de f(0.97).

(c) Encontre o valor de f(2) e diga se é um valor esperado para esse caso.

3. Considere o conjunto de dados {(1,0.55),(2,0.14),(3,-0.27),(4,0.11),(5,0.23),(6,0.67)}
verique graficamente os pontos e ajuste por uma curva que seja mais
aproximada na sua opinido. Logo apés faga o gréfico da curva ajustada
com os dados fornecidos.

4. Um experimento realizado em Engenharia Mecanica mediu em um sis-
tema massa mola num dado intervalo de tempo para um bloco sujeito a
uma forca F e de massa fixa m. A variagdo da forca exercida nesse bloco
para diferentes valores da constante k foi medida nesse experimento. Ob-
tendo assim os seguintes resultados em forma de tabela:

k (t1,F1) | (tp,Fp) | (t3,F3) | (taFs) | (5, Fs) (ts, Fe)
0.34 | (1,0.23) | (2,0.31) | (3,0.34) | (4,0.56) | (5,0.83) | (6,0.91)
0.82 | (1,0.33) | (2,0.58) | (3,0.98) | (4,1.51) | (5,3.45) | (6,15.37)
0.91 | (1,0.91) | (2,0.42) | (3,0.08) | (4,0.36) | (5,0.73) | (6,1.13)

onde os valores de f representam o tempo em segundos e os valores de F
representam a forca obtida em N. Entdo

(a) Para o valor de k = 0.34 ajuste a uma curva que mais se aproxima aos
dados fornecidos e verifique o resultado graficamente.

(b) Para o valore de k = 0.82 ajuste a uma curva que mais se aproxima aos
dados fornecidos e verifique o resultado graficamente.

(c) Para o valore de k = 0.91 ajuste a uma curva que mais se aproxima aos
dados fornecidos e verifique o resultado graficamente.
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/ INTEGRACAO NUMERICA

Muitas vezes uma integragao que modela um problema real ndo pode ser re-
solvida analiticamente. Nestes casos devemos usar técnicas numéricas para
aproximar a integral em questdo. Existem diversos métodos de integracdo
numérica que aproximam a integral

b
f f(x)dx (7.1)

Abordando inicialmente o problema pelo seu conceito mais geral, o de area,
pois a equagdo acima nada mais é do que a area abaixo da curva f(x) até o eixo
x entre os limites a4 e b. Faremos uma primeira abordagem através de uma
subdivisdo em dreas menores, de maneira a dividir igualmente em n intervalos
o intervalo inicial [4,b] a partir de um conjunto ordenado de pontos a = xy <
X1 < ..<x, =b. Em cada intervalo i, o subintervalo sera aproximado por
f(x;)Ax; (com Ax; = |x; —x;_1|) e a integral serd aproximada por

n—

I~ Zf(xi)Axi (7.2)

1

i=0

O tamanho de cada intervalo serd igual e chamaremos de h que pode ser
descrito por h = b%“

7.1 Integracao por Riemann

A aproximacdo indicada é chamada de aproximagdo de Riemann pela esquerda,
pois usa como altura dos retdngulos o valor da fun¢édo a esquerda do intervalo
como mostra a figura

()
)|

Xo X1 Xy X3 t Xpa Xy X

ou podemos também indicar essas mesmas alturas tomando os valores da
funcao a direita
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n

I~ Zf(x,-)Ax,- (7.3)

i=1
ficando dessa maneira com uma aproximagao conforme o esquema da figura
abaixo, chamada aproximacdo de Riemann a direita

f(x)

£(xa)

Xo X Xp X3+t Xng X, S

a b

Ambos casos podemos ser escritos no Matlab conforme os c6digos abaixo:
Codigo em Matlab para Integragio Numérica de Riemann a Esquerda:
function l=riemannesq(def,a,b,n)

f=inline(def);

x=linspace(a,b,n);

y=f(x);

h=(b-a)/(n-1);

1=sum(y(1:(n-1)))*h;

end

function r=riemanndir(def,a,b,n)

f=inline(def)

x=linspace(a,b,n);

y=f(x);

h=(b-a)/(n-1);

r=sum(y(2:(n)))xh;

end

Nos c6digos descritos acima, n é a entrada do nimero de pontos dentro do
intervalo inicial.

Exemplo:

Vamos integrar a func¢do cos(x) no intervalo de 0 a 7t/2. Como neste caso a
fungdo cosseno é facil de integrar analiticamente, pois
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/2
j cos (x)dx = sin(x) 701/2 =1
0

Assim, sabemos que as aproximac¢oes devem estar perto de 1 e quanto mais
tridngulos usados a aproximacao da integral tende a ser mais precisa.
Se analisarmos a drea a qual estamos tentando aproximar vemos que é de-

scrita por

Ay

R

E se usarmos, por exemplo, Riemann a esquerda com quatro pontos (trés
subintervalos), estaremos aproximando conforme a figura abaixo

Ou seja, teremos que

/2 7 P .
J cos(x)dx ~ gcos(O) te cos (11/6) + i cos(21/6) =1,2388
0

ou ainda, podemos verificar usando o c6digo em Matlab chamado direta-
mente

>> riemannesq(’cos(x)’,0,pi/2,4)

que resulta em

>> ans=

1.2388
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Ao usarmos, por exemplo, Riemann a direita com quatro pontos (trés subin-
tervalos), estaremos aproximando conforme a figura abaixo

Ay
1

A

v

.\x‘-]

entao, teremos

7/2
3
f cos (x)dx ~ %cos(n/6) + %cos(2n/6) + ?ncos(2rc/6) =0,7152
0

ou ainda, podemos verificar usando o c6digo em Matlab chamado direta-
mente

>> riemanndir(’cos(x)’,0,pi/2,4)

que resulta em

>> ans=

0.7152

Em ambos casos, a resposta encontrada como aproximagio é absolutamente
esperada, pois conforme as figuras, temos que Riemann a esquerda a 4rea é
maior do que a drea cinza e portanto 1,2388 é natural como resposta. Ja no
caso de Riemann a direita temos que a drea aproximada é claramente menor
do que 1 e portanto 0,7152 também é esperado. O que acontece se aumentar-
mos o nimero de pontos na aproximagdo ? (consequentemente o nimero de
intervalos). Em teoria a aproximagédo para a integral tende a ser melhor aprox-
imada. Vejamos alguns casos de intervalos menores. Ao chamarmos o cédigo
para n =10 pontos (ou 9 subintervalos), teremos como resposta

>> riemannesq(’cos(x)’,0,pi/2,10)

que resulta em

>> ans=

1.0847

o que configura uma resposta mais bem aproximada, mas ainda acima de 1,
pois os retangulos formados na aproximacao terdo uma area maior. Se fizermos
0 mesmo, porém a direita, teremos que

>> riemanndir(’cos(x)’,0,pi/2,10)

que resulta em

>> ans=

0.9152
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O fato de aproximar por valores abaixo também faz sentido nesse caso, pois
os retdngulos estardo sempre abaixo da curva. Agora, aumentando ainda mais
para cada caso, veremos que a resposta tende a ser cada vez mais bem aproxi-
mada, como mostram as simula¢des para n = 100,200, 500.

>> riemannesq(’cos(x)’,0,pi/2,100)

que resulta em

>> ans=

1.0079

>> riemannesq(’cos(x)’,0,pi/2,200)

que resulta em

>> ans=

1.0039

>> riemannesq(’cos(x)’,0,pi/2,500)

que resulta em

>> ans=

1.0016

>> riemanndir(’cos(x)’,0,pi/2,100)

que resulta em

>> ans=

0.9920

>> riemanndir(’cos(x)’,0,pi/2,200)

que resulta em

>> ans=

0.9960

>> riemanndir(’cos(x)’,0,pi/2,500)

que resulta em

>> ans=

0.9984
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7.2 Integracao por Trapézios

O método dos trapézios parte do pressuposto de que podemos usar uma figura
geométrica diferente na aproximacao das dreas para aproximacgao da integral

b . ~ . :
L f(x)dx. Usarmos uma configuracdo para o namero de pontos e intervalos
iguais as aproximagdes por Riemann, de maneira que aproximaremos con-
forme a figura

Ay

»
e
Xo X1 X Xn1 Xy X

Assim, usando a definicdo da area de uma trapézio para o célculo de cada
figura. Como em um trapézio qualquer sua area é dada por

(B+b)h

2

onde B é a base maior, b a base menor e h a altura. Tomando aten¢do para
o primeiro trapézio da figura, temos que sua base maior serd f(x;) e sua base
menor serd f(xg) e a altura h coincide com o tamanho do subintervalo, també
chamado de h. Assim, a drea do primeiro trapézio, sera de

(flro) + fEh _, f(xo) , fx1)
2 2 2

Ao realizarmos o mesmo procedimento com os demais trapézios da figura,
teremos que

Ar =

A1:
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A nossa aproximacdo para integral serd a soma das areas de todos os trapézios.

Q

b
T (TR i B TR BN S A

X
2 2 2

~ h[f(xo) + fx1) + fxp) + f(x2) + f(x2) P f(xn-1) + f(xn-1) + f(xn)
2 2 2 2 2 2 2 2
~ h[f(;‘O) FF(0)+ Fa) + ot flu) + f(;") (7.4)

que configura a férmula geral para a regra dos trapézios. Abaixo segue o
cédigo em Matlab para a mesma aproximgao

Codigo em Matlab para Integragio Numeérica por Trapézios:

function I=trapezio(def,a,b,n)

f=inline(def);

1=0

h=(b-a)/(n-1)

for k=2:n-1

x=a+hx(k-1)

I=I+f(x)

end

I=(2+I+f(a)+f(b))x*h/2

end

Exemplo: Tomando o mesmo exemplo da segdo anterior, ou seja, calcular a

integral
/2
j cos (x)dx
0

cujo valor analitico conhecemos como sendo igual a 1. Se usarmos o método
dos trapézio nesse caso, com 2 pontos por exemplo (1 dnico trapézio), temos
que

Ay

N
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e ao chamarmos o cédigo, teremos que

>> trapezio(’cos(x)’,0,pi/2,2)

que resulta em

>> ans=

0.7854

Se aumentarmos o nimero de pontos para 3 (2 trapézios) teriamos a configuragao

Ay

e ao chamarmos o cédigo, teremos que

>> trapezio(’cos(x)’,0,pi/2,3)

que resulta em

>> ans=

0.9481

O que ja resulta em uma aproximagdo bem mais aceitdvel. Em geral o
método do trapézio é mais preciso do que Riemann por usar uma funcéo linear
(reta) para aproximar a funcdo entre cada x;. Sendo assim, ao fazermos para a
sequéncia de ponto n =10,100,200 temos que

>> trapezio('cos(x)’,0,pi/2,10)

que resulta em

>> ans=

0.997460

>> trapezio(’'cos(x)’,0,pi/2,100)

que resulta em

>> ans=

0.9999790

>> trapezio(’cos(x)’,0,pi/2,200)

que resulta em

>> ans=

0.9999948
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7.3 Método de Simpson

No método de Simpson aproximaremos f(x) por um polinémio de grau 2 e
sendo assim, precisaremos de trés pontos do intervalo [4, b]. Utilizando x( = 4,
X = % e x; = b. Nesse caso aproximaremos utilizando a forma de Lagrange
vista na iterpola¢do polinomial, com f(x;) = y;, entdo teremos que

f(x) = pa(x) = f(x0)lo(x) + f(x1)€1 (x) + f (x2)€5(x) (7.5)

e aproximaremos a area conforme a figura abaixo:

Ay

Xo X1 X

a b

Entao ao integrarmos f(x) podemos substituir por p,(x) que fica

b b b
ff(x)dxzf paxdx = J(f(xo)eo(x)+f(x1)€1(x)+f(xz)€2(x))dx

b
f(m)f éo<x>dx+f<x1)f

Ao integrarmos cada uma das func¢des de segundo grau ¢; teremos que a
equacgdo acima é

b b

O1(x)dx + f(xz)j O (x)dx

a

b b h 4h h
flx)dx~ | po(x)dx = f(xo)g +f(x1)? +f(xz)g (7.6)
a a
o que configura a regra geral de Simpson e seu c6digo em Matlab é descrito
por

Cédigo em Matlab para Integragcdo Numeérica por Simpson:
function I=simpson(def,a,b,n)
f=inline(def);
I=f(a)+f(b);
h=(b-a)/(n-1)
w=4
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for k=2:n-1
x=a+h* (k-1)
I=I+f(x)*w
w=6-w

end

I=Ixh/3
end

Exemplo: Tomando o mesmo exemplo da se¢do anterior, ou seja, calcular a

integral
/2
J cos(x)dx
0

cujo valor analitico conhecemos como sendo igual a 1. Se usarmos o método
de Simpson, com 3 pontos por exemplo, temos que ao chamar o cédigo, nos
retorna

>> simpson(’cos(x)’,0,pi/2,3)

que resulta em

>> ans=

1.0022

que ja é uma excelente aproximacdo, pois usamos apenas trés pontos. No
método de Simpson podemos usarmos mais pontos se julgarmos necessario,
porém como a cada trés pontos usaremos uma fun¢do de grau 2, devemos ter
sempre um numero de pontos impar. De maneira que

b
[ pdx~ S 170+ 4100+ £(32) 7.7

aproxima para trés pontos e

J;hf(x)dx

aproxima para cinco pontos. E em geral temos que

Q

P o)+ 4 )+ Floxa) + fl02) 4 (x3) + F )]

L)+ 4 )+ 2f )+ 4 () ()] (78)

Q

b n—1 n—1
f<x>dxz%[f<x0>+4Zf(xzz+1>+ZZf<xzi>+f<xn) (7.9)
a =0 i=0
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7.4 Exercicios

Integragdo Numeérica:

1. Considerando cada item abaixo, calcule as integrais usando os métodos
de Reimann (Esquerda, Direita), Trapézios e Simpson paran=1,3,11,51
em cada caso. Nos itens de (a) até (d) compare com o resultado analitico.

(a) [} x? — 4dx.
(b) ;' In (x)dx.
(c) fon sin (x)dx.
(d) [ 9-x%dx.
(e) [, VaZ+ Ldx.
(f) 00,25
(8) [, sadx.
(h) [, x°dx.

tan (x)dx.

. 5 4 .2 , .
2. Calcule numericamente o valor de f ¢**"dx usando os métodos de Rie-
mann a esquerda, trapézio e Simpson. Obtenha os resultados utilizando,
em cada caso, o numero de pontos indicado:

Riemann | Trapézio | Simpson

O U1 W I

3. Use aregra de Simpson para aproximar a integral

1
2
Jexdx
1

Depois divida a integral em duas



e aplique a regra de Simpson em cada uma delas. Tome sempre nimero
de pontos impares.

. O valor exato da integral imprépria

! 1
J; xIn (x)dx = ~1

Aproxime o valor desta integral usando a regra de Simpson para n = 3,
n=5en=7. Como vocé avalia a qualidade do resultado obtido? Por que
isso acontece.

. Aproxime numéricamente a integral

3
1
j—zdx
0 X

usando Riemann & direita e explique por ndo é possivel aproximar us-
ando Riemann a direita e os demais métodos. Seria possivel realizar al-
gum tipo de modifica¢do para usarmos os demais métodos?

. Estamos interessados em avaliar numericamente a seguinte integral:

1
j In(x)sin (x)dx
0

cujo valor com 10 casas decimais corretas ¢ —0.2398117420. Chegue
nesse resultado usando um dos métodos apresentados em aula e diga
quantos pontos foram necessdrios para isso e o porque da escolha do
método.

. Considere a integral abaixo

Considere as combinagdes sujeridas na tabela abaixo e calcule a integral
acima usando o método de Simpson.

n | e€=0ley=10|e=001ley=100 | e=0.001 ey =100
5
15
29
99

Os resultados obtidos sdo esperados conforme a forma da curva a ser
integrada?
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8 SoLucAo NuMERIcA DE EDO’s

Visamos neste capitulo, discutir algumas técnicas numéricas para aproximar a
solucdo de diversos tipos de equagoes diferenciais. Muitas equagoes diferen-
ciais podem ser de dificil resolucdo analitica devido a alta ordem ou também
a imposi¢des de condi¢des iniciais ou de contorno complicadas. Discutiremos
aqui alguns métodos que auxiliam na obten¢do numérica dessas solugdes. Os
tipos de equagdes que vamos trabalhar variam muito e iniciaremos com prob-
lemas de valor inicial de priemeira ordem.

8.1 Problemas de Valor Inicial de primeira ordem

Vamos aproximar a solu¢do do problema de valor inicial (PVI) dado pela equagio
diferencial ordinéria (EDO) de primeira ordem descrita por

_ vV =)
PVI_{ V(x0) = o (8:1)

onde tratamos y(x) com uma fung¢io de x, o ponto (xy,7() é conhecido e a
fungao f(x,y) uma fungdo que depende de y(x) e da varidvel independente x.
Vejamos alguns exemplos que elucidam o problema de valor inicial

Exemplo 1:

2
2(0) = 1 (8.2)

onde nesse caso a derivada a fungdo y(x) é x
desse PVI é 0 (0,1).

Exemplo 2:

PVI:{ y =X

2 e 0 Gnico ponto conhecido

PVI = { y ;(1211)(3)7_3’ (8.3)

onde nesse caso o PVI é originado da EDO dada por y’+y —In(x) =0eo
unico ponto conhecido desse PVI é o (2,7).

A grande maioria desses problemas de valor inicial ndo podem ser resolvi-
dos analpiticamente, isto é, sabemos que a solugdo existe e é tinica, mas ndo
podemos determina-la usando fun¢des conhecidas. Origina dai o fato de que
devemos aproximar numéricamente as solugdes desses EDO’s. Vamos iniciar a
obtengdo dos nossos métodos utilizando um conjunto de pontos limitados em
x ao qual chamaremos de malha.

Devemos ter um cuidado analisando se o PVI em questdo é um problema
bem posto. Em outras palavras, devemos nos perguntar se:

1. Existe uma solugao para o PVI?
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2. A soluc¢do é tnica?

3. Asolugdo do PVI é estavel? Ou seja, é pouco sensivel a pequenas perturbagdes
nas condigdes iniciais?

Definicdo: A fungdo f(x,y) é Lipschitz em x se existe uma constante L, tal

quexcfabley gelR,

If (6, 9) = £ (x,8)l < Lly(x) - g(x)] (8.4)

Teorema: Seja f(x,v) continua em x e Lipschitz em y. Entdo existe uma tinica

solugdo para o PVI

PVI= { Y =fxy) (8.5)

Uma vez garantida as condi¢bes temos que a solugdo sera tnica e entdo

podemos analisar maneiras diferentes de aproximar numéricamente a EDO
deste PVL

8.2 Meétodo de Euler

Considerando novamente o PVI dado anteriormente

_J v =fxy(x)
PVI= { v(x0) = o (8.6)

com a garantia de que a solugdo é Unica, podemos realizar a integragdo na

varidvel x em um intervalo (xy, x;) de comprimento # em ambos lados e teremos
que

[ vemax= | st (8.7)
e posteriomente
[Tvmae = [ rpenax
pr)-yixg) = | flxi0)dx

Y1) y<x0>+flf<x,y<x>>dx

e aqui aproximaremos a integral a direita condirendo f(x,y(x)) uma fun¢do

constante em x, isto é, usaremos a aproximacdo integral de Riemann a es-
querda, pois nao temos y(x1) e entdo temos que
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y) = y(Xo)+Jlf(x,y(x))dx
Yx) = ylxo)+ f(x,y(x))f '

y(x1) = p(xo)+(x1 —x0)f (x,9(x))
y(x1) = p(xo) +hf(x,y(x))

assim cada ponto da funcdo sera aproximado mediante a escolha de um
passo h e a partir do ponto (xg,y(xg)) como mostra a figura

Ay

D] Sy ®

Y2 feeeeees .

Viteeeod
X1 Xp X3 Xn =
—+—
B B e
"
a b

onde o tamanho do passo é dado por h = bN;“ e N é o numero de iteragdes a
serem realizadas. O Método de Euler tem equagao geral dada por

Yn+1 =Yn+ hf(xn' yn) (8.8)

onde tomamos y; = y(x;) para facilitar a notagdo. Sabemos também que
cada x; é dado por x; = x, + ih.

Cédigo em Matlab para Solugio Numérica de EDO por Euler:

function [x,y]=euler(def,a,b,y0,N)

f=inline(def);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

for i=1:N;

y(i+1)=y(i)+hxfeval(f,x(i),y(i));

x(i+1)=x(i)+h;

end
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y

plot(x,y);

end

Exemplo 1: Consideramos o exemplo de aproximarmos a solu¢gdo da EDO
dada pelo PVI abaixo

2

PVI= { Y =3x (8.9)

y(1)=1

Vamos aproximar o valor de y(2) usando o Método de Euler com h = 0.1.
Para isso, vamos usar N = 10, pois
b-a 2-1

N=——=—=10
h 0.1

Assim devemos chamar o programa com
>> euler(’3x*x. 2+0xy’,1,2,1,10)
e teremos como resposta

y =

1.0000 1.3000 1.6630 2.0950 2.6020 3.1900

3.8650 4.6330 5.5000 6.4720 7.5550

que representam as aproximacgdes de em cada x; de 1 até 2. A aproximacgédo
que desejamos é em x = 2 e portanto 7.5550. O programa também mostra o
gréafico do comportamento da solu¢do em (1,2):

T4 Figure 1 [l =]
File Edit View Inset Toels Desktop Window Help ~

DEde | b |RAUPDREA- S |0EH =D

8

7

6

Ao tentarmos com valores diferentes de /1, como por exemplo h = 0.05,
temos

>> euler(’3x*x." 2+0xy’,1,2,1,20)

e teremos como resposta

y:

1.0000 1.1500 1.3154 1.4969 1.6952 1.9112

2.1456 2.3991 2.6725 2.9665 3.2819 3.6194
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3.9798 4.3638 4.7721 5.2056 5.6650 6.1510

6.6644 7.2059 7.7763

Aqui a aproximacao é dada por y(2) =7,7763. Como sabemos que a solucdo
exata para esse caso é y(x) = x> temos que o valor exato em 2 ¢ y(2) = 2% = 8,
ou seja, as aproximacgdes tendem ao valor exato. Uma observcagdo impor-
tante é de que o comando "inline’ do Matlab associa o numero de varidveis
da funcdo como o numero variaveis cadastradas. Por exemplo, cadastramos
"3%x.72+0*y" ao invés de "3x*x."2’, pois o programa considera as fungoes
para iter¢des uma funcdo de duas varidveis.

8.3 Taylor de Ordem n

O método de Taylor consiste em aproximar a solu¢do da equagdo diferencial
usando a série de Taylor truncada na ordem /" com n desejado, o que da nome
ao método. Ao considerarmos a série de Taylor como segue

h) = oy s oo B W00 () + O™ D) (8.10
y(x+h)=y(x)+ y(x)+51/ (X)+§y (x)+-~+my (x)+O( ) (8.10)

mas como estamos tratando de aproximar o PVI

PVI: V,:f(x'y(x)) (8 11)
v(x0) =0 '

podemos substituir na série de Taylor y(x) por f(x,y(x)) ficando com

2 3 n
(k) = P (6, 900+ o f 6 (30 o 0,00 ot 7 ) +O(R )
' ' ' (8.12)
Assim a dedugao do Método de Taylor para a ordem desejada é feita apenas
com um truncamento na série acima até termos O(h(") (de ordem h("), isto &,
ao fazermos

y(x+h) = y(x) + hf (x, p(x)) + Z—jf "(x,9(x)) + Z—jf "(%,9(x)) + ... + %f " (x,9(x))+O(h" )
Taylor 2
Taylor 3
Taylor n

(8.13)

Mostraremos aqui o c6digo em Matlab para o caso de Taylor de ordem

2, porém os cédigos para as demais ordens podem ser obtidos de maneira
andloga.

74



Codigo em Matlab para Solug¢do Numérica de EDO por Taylor n = 2:

function [x,y]=taylor2(def,def2,a,b,y0,N)

f=inline(def);

f2=inline(def2);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

for i=1:N;

y(i+1)=y(i)+hxfeval(f,x(i),y(i))+(h"2/2)*feval(f2,x(i),y(i));

x(i+1)=x(i)+h;

end

y

plot(x,y);

end

No caso de uma aproximacgao via Método de Taylor usando a ordem 2, de-
vemos obter f’(x,y(x)), ou seja, precisamos derivar em relacgdo a varidvel x pelo
menos uma vez. Vejamos no exemplo a seguir:

Exemplo 2: Considerando o mesmo PVI do exemplo anterior

_] y=3
PVI=
{y(1)=1

Vamos aproximar o valor de y(2) usando o Método de Taylor de Ordem 2.
Para isso, precisamos de f’(x,y(x)) que é dada por

2
(8.14)

£ p(x) = 6x (8.15)
realizando as aproximagoes com h = 0.1. Para isso, vamos usar N = 10, pois
b—a 2-1
N=—=—=10
h 0.1

Assim devemos chamar o programa com

>> taylor2(’3*x.72+0xy’, "6xx+0xy’,1,2,1,10)

e teremos como resposta

y =

1.0000 1.3300 1.7260 2.1940 2.7400 3.3700

4.0900 4.9060 5.8240 6.8500 7.9900

Aqui vemos a aproximacdo tende muito mais veloz ao valor exato que é 8.
Porém se a fungao f(x,y(x)) ndo depender explicitamente apenas de x, devemos
ter atengdo na derivagdo como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3: Considere o PVI dado por
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) _ 2 2
PVI :{ y ;(S;C;ly (8.16)

Vamos aproximar o valor de y(1) usando o Método de Taylor de Ordem 2.
Para isso, precisamos de f’(x,y(x)) que é dada por

f/(x,9(x)) = 6x+2py’

e sabemos, utilizando o préprio PVI, que y’ = 3x2 + ;uz, entdao na verdade,
teremos que

f(%,9(x)) = 6x + 29(3x* +v?)
realizando as aproximacgdes com h = 0.1. Para isso, vamos usar N = 10, pois

b-a 1-0
N ==
h 0.1
Assim devemos chamar o programa com
>> taylor2('3*x.72+y. 2", 6xx+2*y*(3*+x. 2+y."2)",0,1,1,10)
e teremos como resposta

=10

y =

1.0000 1.1100 1.2532 1.4495 1.7299 2.1493
2.8166 3.9898 6.4433 13.6098 57.9422

Assim, temos que a aproximacao é dada por y(1) = 57,9422.

8.4 Métodos de Passo Multiplo

Todos métodos numéricos para a resolucao de um PVI vistos até aqui baseiam-
se em aproximar a solucgdo via itera¢des que dependem unicamente do ponto
anterior. Poderiamos classifica-los como métodos de passo simples ou de passo
unico. Os métodos de passo multiplo usam dois ou mais pontos anteriores para
a aproximar a solucdo e suas dedugées resumem-se a aproximar a integral do
remanescente do lado direito do PVI

PVI :{ v’ = fxy(x)
v(x0) =0

pois temos (assim como fizemos na dedugdo do método de Euler) que ao
integrar

b b
f y'(x)dxzj £ (6 p(x)dx

e se utilizarmos as férmulas de Newton-Coates para ordem desejada, obter-
emos relacdo diferentes em cada lado, mas sempre combinagées de y do lado
esquerdo e de f(x,v(x)) do lado direito. Assim, de forma geral teremos que um
método de passo multiplo de ordem n é
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An¥n +ap-1Yn-1+---+agYo = bnfn + bn—lfn—l teet bOfO (8-17)

onde a; e b; sdo coeficientes reais, y; = y(x;) e f; = f(x;,v;). Um dos métodos
mais usados é o método de Adams-Bashford de quarta ordem, que fica

h
V4:y3+ﬂ(55f3—59f2+37f1 -9fo) (8.18)

Note que o método necessita de informagdes ainda ndo calculadas como,
por exemplo, os valores y1,y, e Y3 que por sua vez sdo necessarios para calcu-
lar fi, f, e f3. Os métodos de passo multiplo, em geral, precisam do auxilio de
métodos mais simples (como Euler, por exemplo) para o cdlculo das primeiras
aproximacdes. Isto é, podemos aproximar os primeiros ponto via método de
Euler e continuar as aproximagoes via Adams. Segue abaixo o c6digo em Mat-
lab que usa como predictor o método de Euler.

Cédigo em Matlab para Solugcdo Numérica de EDO por Adams (Euler Predictor):

function [x,y]=adams(def,a,b,y0,N)

f=inline(def);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

for i=1:3;

y(i+1)=y(i)+hx*feval(f,x(i),y(i));

x(i+1)=x(i)+h;

end

for i=4:N;

y(i+1)=y(i)+(h/24)=(55%feval (f,x(i),y(i))-59+feval(f,x(i-1),y(i-1))...

... +37x+feval (f,x(i-2),y(i-2))-9+feval(f,x(i-3),y(i-3)));

x(i+1)=x(i)+h;

end

8.5 Métodos de Runge-Kutta
Os métodos de Runge Kutta visam solucionar um problema de valor incial
usando ponderagdes e incrementos nas fun¢des dentro de seus préprios argu-

mentos. Os métodos em questao tem forma geral em ordem n dada por

Vn+1 :yn+a1k1+a2k2+---+ankn (819)
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onde os valores de cada k dependem da funcdo f e de incrementos em x
(que serdo combinagées de h) e incrementos em y (que serdo combinagdes dos
valores anteriores ja obtidos de k). Trabalharemos aqui com os métodos de
ordem 2 e 4. O método de Runge-Kutta é deduzido comparando cada parcela
e incremento com a série de Taylor da mesma ordem a que se deseja usar no
método. O método para ordem 2 fica

1 1
Vsl :yn+§k1 +Ek2 (8.20)

com

ky = hf(xn' yn)
k2 = hf(x,,+h,y,,+k1)

e seu c6digo em Matlab é descrito abaixo:

Codigo em Matlab para Solugido Numérica de EDO por Runge-Kutta n = 2:

function [x,y]=rk2(def,a,b,y0,N)

f=inline(def);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

for i=1:N;

k1(i)=hxfeval(f,x(i),y(i));

k2(i)=hxfeval (f,x(i)+h,y(i)+k1(i));

y(i+1)=y(1)+(1/2)*(k1(i)+k2(i));

x(i+1)=x(i)+h;

end

y

plot(x,y);

end

Para o caso de ordem 4 teremos uma formula¢do similar com ponderagoes
e incrementos diferentes. Ficando com

1 1 1 1
Yn+1 :yn+gk1+§k2+§k3+gk4 (8.21)

com
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kl = hf(xnfyn)

1 1
ko = hf(x,+ Eh'y” + Ekl)

1 1
ks = hf(xn+§hr}’n+§k2)
ky = hf(x,+hy,+ks)

e seu c6digo em Matlab é descrito abaixo:

Codigo em Matlab para Solugdo Numérica de EDO por Runge-Kutta n = 4:
function [x,y]=rk4(def,a,b,y0,N)

f=inline(def);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

for i=1:N;

k1(i)=h*feval(f,x(i),y(i));
k2(i)=hx*feval(f,x(i)+0.5%h,y(i)+0.5%xk1(i));
k3(i)=hx*feval (f,x(i)+0.5*h,y(i)+0.5xk2(1i));

k4 (i)=hxfeval (f,x(i)+h,y(i)+k3(i));
y(i+1)=y(i)+(1/6)*(k1(i)+2%k2(1i)+2*k3(i)+k4(i));
x(i+1)=x(i)+h;

end

y

plot(x,y);

end

8.6 Sistemas de Equa¢des Diferenciais

Certos problemas em engenharia envolvem mais de uma EDO no seu processo
de solugdo. Se estas EDO’s estiverem acopladas é possivel sempre resolvermos
utilizando os métodos ja vistos nesse capitulo. Considerando que os problemas
em geral podem ser descritos por
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o processo de resolucdo segue de maneira similar. Vamos aproximar cada
caso com passo h por Euler como sendo

Y1 = Yo +hf(x0,%0,wo) (8.22)

e também

wy = wo + hg(xo, Yo, wo) (8.23)

Teremos entdo para esse caso que o cédigo em Matlab é descrito por
Cédigo em Matlab para Solugdo Numérica de Sistema de EDO por Euler:
function [x,y,w]=euler_sis(def,def2,a,b,y0,w0,N)
f=inline(def);

g=inline(def2);

h=(b-a)/N;

x=zeros(1,N+1);

y=zeros(1,N+1);

x(1)=a;

y(1)=y0;

w(1)=w0;

for i=1:N;

y(i+1)=y(i)+hxfeval (f,x(i),y(i),w(i));
w(i+1)=w(i)+h*feval(g,x(i),y(i),w(i));

x(i+1)=x(i)+h;

end

y

w

plot(x,y,x,w);

end

Exemplo 1: Considere o sistema de EDO’s dado por:

7

v = x+y-w
w = y-x
p(0) = 1
w(0) = 1

vamos aproximar as solu¢des de y e w no intervalo de 0 a 1. Para tal, vamos
usar Euler para aproximar ambas solug¢des, podemos chamar o cédigo

>> euler_sis(’x+y-w’, y-x+0*w’,0,1,1,1,10)

e teremos como resposta que

y:

1.0000 1.2000 1.4100 1.6290 1.8556 2.0879

2.3236 2.5597 2.7925 3.0177 3.2301
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w =

1.0000 1.0000 0.9800 0.9370 0.8678 0.7690
0.6371 0.4685 0.2594 0.0060 -0.2951

que correspondem as aproximagdes nesse intervalo das fungdes v e w.

8.7 Soluc¢ao de PVI’'s de ordem n > 2

As solugoes vistas anteriormente para o caso de sistemas lineares ndo restringem
sua utilidade apenas a eles. Equacdes diferenciais de ordem maior podem ser
resolvidas utilizando a mesma teoria. Iniciamos abordando o seguinte prob-
lema:

v'+xy'-y = 2 (8.24)
y(1) = 1
y'(1) = 0

0 que exatamente devemos fazer para obter a aproximagdo desejada em um
intervalo dado?

O procedimento mais adequado nesse caso é a introduc¢do de uma variavel
auxiliar para solugdo desse sistema. Seja w uma func¢ao auxiliar tal que

w(x) =y’ (x) (8.25)

e consequentemente teremos que

w'(x) =" (x) (8.26)

Ao substituirmos y” por w’ e y” por w na equagédo diferencial do problema,
ficaremos com w’ + xw —y = 2 tornando-a uma equacao diferencial de ordem 1
e juntamente com y” = w formam o seguinte sistema

7

w o= 2-xw+y
yo= w
y(1) = 1
w(l) = 0

o qual procederemos de maneira andloga a secdo anterior para obter a aproximacao.

Exemplo 1: Vamos resolver o problema

v +xy -y = 2 (8.27)
y(1) = 1
y'(1) = 0
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no intervalo de [1,2] com h = 0,1. Faremos entdo que ¥’ =w ey’ =w

ficando com

w = 2-xw+y
yo=w
y(1) = 1
w(l) = 0

)

que é um sistema de EDO’s. Usando o Matlab para resolvé-lo, chamamos o

>> euler_sis(’ -x*w+y+2’, 'w+0xx+0xy’,1,2,0,1,10)

1.2100 1.3300
2.0800 2.2600

0.1890 0.2627
0.1958 0.0410

cédigo
obtendo:
y =
1.0000 1.1000
1.7500 1.9100
w =
0.0000 0.1000
0.3376 0.2914
e o comportamento grafico

4] Figure 1

1.4600 1.6000
2.4500

0.3161 0.3433
-0.1843

File Edit View

25

Insert Tools Desktap Window Help

DS A RAUBDEL- G |0EH =D

22

onde claramente a fun¢do que comega em 1 (condicgdo inicial) é a solucgdo
aproximada para y no intervalo dado.
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8.8 Exercicios
Solugdo Numérica de EDO’s :

1. Considerando cada PVI abaixo e realize as aproximagdes pedidas usando
o Método de Euler.

ol 72

(0) =1 com k= 0.1 aproxime y(1).

(b) { yy ~ X  comN =20 aproxime y(12).

(10)=1
) _ 2
(c) { yy(_2;/j;c com N =10 aproxime y(4).

2. Considerando cada PVI abaixo e realize as aproximagoes pedidas usando
0 Método de Taylor de ordem 2.

’_ 2

J—)
(b) { Y =X 4V comh=0.01 aproxime y(2.3).

y(2)=2
(c) { yl’Tlc)O:S}(;J;x com h = 0.1 aproxime y(2).

3. Crie um cédigo em Matlab que realize as aproximacgdes de Taylor de or-
dem 3 usando como base o cédigo fornecido de ordem 2. Teste para o
item (a) do exercicio 1 e veja se os resultados sdo coerentes.

4. Calcule numericamente o valor do PVI
"=2x%+x

diga qual é a aproximagédo de y(3) usando os métodos de Euler, Taylor de
ordem 2 e de Taylor de ordem 3 e preencha a tabela abaixo.

N | Euler | Taylor ordem 2 | Taylor ordem 3
5
10
15
30

5. Considerando um sistema massa mola em que a sua deriva da posigdo é
dada por
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10.

v'(x) = cywcos (wx) — cowsin (wx)

onde w = 2%, c1 =2,¢,=-9, T =2 com posi¢ao inicial dada por p(0) = 3.
Aproxime y(3) com k= 0.1.

. Considerando um modelo logistico de crescimento populacional que tem

por definicao a EDO dada por

onde N é a populagdo de uma cerca cultura, r a taxa de crescimento nat-
ural e K a capacidade suporte do meio. Entdo considerando ¢ dado em
anos, aproxime a populagdo apds 2 anos com r = 1,2 e capaxidade su-
porte do meio de 10000 com populagdo inicial de 2000 usando um dos
métodos numéricos. Iterprete o resultado e diga o que tende a acontecer
com o aumento dos anos.

Interprete o que aconteceria se na dedu¢do do método de Euler usasse-
mos para aproximar a integral por Riemann a direita e ndo a esquerda.
Seria possivel usar Euler? Em qualquer situagdo?

Considerando cada PVI abaixo e realize as aproximacées pedidas usando
o0 Método de Adams.

’_ 2
(a) { y =3x com h = 0.2 aproxime y(4) .

y(1)=1
S
(b) { ;(16)x111 com N =10 aproxime p(11).
) _ 2
(c) { y _y(g)+:x1 +1 com N = 20 aproxime y(2).

Considerando cada PVI abaixo e realize as aproximacées pedidas usando
o0 Método de Runge-Kutta de ordem 2 e 4.

F— a2
(a) { Y =" com N =20 aproxime (2).

p(1)=1
) A2
(b) { yy(_2;C:+2y com h = 0.1 aproxime y(2.5).

Crie um cédigo em Matlab que realize as aproximagdes via método de
Adams com o método de Taylor de ordem 2 como predictor usando como
base o c6digo fornecido de Adams com Euler de predictor. Teste para
para algum exercicio da lista ja resolvido e veja se os resultados sdo coer-
entes.
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11. Calcule numericamente o valor do PVI

) a2
("o

diga qual é a aproximagao de y(2) usando os métodos de Adams, Runge-
Kutta de ordem 2 (RK2) e 4 (RK4) e preencha a tabela abaixo.

N | Adams | RK2 | RK4
5
10
15
30

12. Use o método de Euler e de Runge Kutta ordem 2 para obter uma aproximacao
numérica do valor de u(1) quando u(t) satisfaz o seguinte problema de
valor inicial

w'(t) = —u(t) + et
u(0)=0

usando passos h=0,1e h=0,01.

13. Considere o seguinte modelo para a evolug¢do da velocidade de um objeto
em queda (unidades no SI):

v =g—av?

Sabendo que g = 9,8 e a = 1072 e v(0) = 0. Pede-se a velocidade ao tocar
o solo, sabendo que a altura inicial era 100.

14. Aproxime a solugdo do PVI

para t €[0,10].

(a) Plote a solugdo para h = 0.16,0.08,0.04,0.02,0.01 para o método de
Taylor de ordem 2 e Adams.

(b) Utilizando a solugdo exata, plote um grafico do erro em escala logaritmica.
Comente os resultados (novamente, em cada grafico separado para cada
método repita os valores acima)

(c) Fixe agora o valor h = 0.02 e plote no mesmo grafico uma curva para
cada método.

85



15.

16.

17.

Considere o seguinte modelo para o crescimento de uma coldnia de bactérias:

d

d—bt‘ = au(A—u) (8.30)
onde u indica a densidade de bactérias em unidades arbitrarias na coldnia
e a e A sdo constantes positivas. Pergunta-se:

(a) Qual a solu¢do quando a condigdo inicial #(0) é igual a 0 ou A?

(b) O que acontece quando a condi¢ao inicial #(0) é um ntimero entre 0 e
A?

(c) O que acontece quando a condi¢do inicial #(0) é um ntimero negativo?

(d) O que acontece quando a condi¢ao inicial #(0) é um ndmero positivo
maior que A?

(e)Se A=10ea=1eu(0)=1, use métodos numéricos para obter tempo
necessario para que a populacdo dobre?

(f)Se A=10e @ =1 e u(0) = 4, use métodos numéricos para obter tempo
necessario para que a populacido dobre?

Considerando cada sistema de EDO abaixo, realize as aproximacgdes pe-
didas usando o Método de Euler para sistemas.

v =w+7y?
(a) u;/(g)i_ly com h = 0.1 aproxime no intervalo [0, 2].
w(0) =2
=y
(b) w};{; :—22}1 com N = 20 aproxime no intervalo [1, 2].
w(l)=2
v’ =cos(x)+y*+w
(c) 1;};;/2)2:_ 2 com N =10 aproxime no intervalo [7/2, 7t].
w(n/2) =1

Considere a equagdo do péndulo dada por:

d;fy) 4 %sin(@(t)) ~0

onde g é for¢a da gravidade e £ o cumprimento da haste. Resolva o sis-
tema para g = 9,8 e { = 1. Resolva para:

(a) 6(0)=0.50'(0)=0.

(b) 6(0)=1.00'(0) = 0.

(c)6(0)=1.56’(0)=0

86



18. Considere o modelo simplificado de FitzHugh-Nagumo para o potencial
elétrico sobre a membrana de um neurdnio:

dv V3
A
dw

W = 0.08(V+0.7—0.8W)

onde [ é a corrente de excitagdo. Sabendo que as condi¢des iniciais sdo
(Vo, Wp) =(0.2,0.5), resolva numericamente o sistema com condi¢des ini-
ciais dadas e com

(a)I=0.

(b) I =0.2.
(c)I=0.4.
(d)I=0.8.
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