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EDP DE LAPLACE - GABARITO NIVEL DA LISTA

Ex. 1. Assumimos separacao de variaveis: Intuitivo 'X X X
Grafico 0000
u(z,y) = X(2)Y (y) Dificuldade X X X X
Substituindo na equacao de Laplace:
X// Y/l
XY +XY'=0= " =—— =)
* X Y

Obtemos dois problemas:
X"+AX =0, X(0)=
Y” —AY =0, Y(0)=
As solucdes para X,, e \,, sdo:

Para cada n, a solucdo Y,,(y) satisfaz:
Y// o <

A condicdo u(z,0) =0 =Y, (0) = 0 = sem termo cosh
Solucio geral:

o) = 35 s (22 i ("2

n=1

E)Q Y, =0=Y,(y) = A, sinh <@>

a a

Impondo a condicdo superior:

u(z,b) = f(x) = i B, sinh (7?/7Tb> sin (nZT>

a
n=1

Coeficientes de Fourier:

2 @ ;
B, = 7,/ f(x)sin (@> dx
asinh (%) 0 a
Portanto, a solucao é:

- 2 @ nws nmy
u(x,y) = _ s)sin [ —— ) ds| sinh (—) sin
(z,9) n; [asmh(””b) Jo 1(s) ( a ) ] a

a

)

Ex. 2. Considere o dominio0 < 2 < L, 0 < y < L, e aequacao de

Laplace:
%u  0%u

92 T oE

com as seguintes condicdes de contorno:

’lt(O,’y) =0, u(L y) =0,
u(xz,0) =0, wu(z,L)=100.
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Ex. 3.

Solucio:
Usamos separacdo de variaveis:

u(z,y) = X(2)Y(y)
Substituindo na equacao:

X// Y//
XY +XY" = —_— ===
+ 0= e v

Temos dois problemas:

X"+AX =0, X(0)=0, X(L)=0
Y" =AY =0, Y(0)=0

As solugdes para X,,(x) e os autovalores \,, sdo:

ot (") e ()

Para cada n, temos:

Y, (y) = A, sinh (ngy)

A condicdo Y;,(0) = 0 elimina o termo cosh. Assim, a solucao
geral é:

)= 3 B ("7 i ()
n=1

Aplicando a condicao superior u(z, L) = 100, obtemos:

oo oo
L
100 =3 B, sinh ("7 ) sin (“F) = 3 By sinhur) sin (757
n=1 n=1

Portanto, os coeficientes B,, sdo obtidos por:

2 = nmwx
B, = ——— 100 sin ( —
" Lsinh(nm) A 00 sin ( L ) dr

B 20 1)
" nm  sinh(nm)

(apenas termos impares).

Solucao final:
- 400 . nwy\ . (NTx
D=2 g o () 0 ()
u(,y) Zl nm sinh(n) ST
nr%r;par

Considere o dominio0 < =z < m, y > 0, e a equagdo de
Laplace:
%u  O%u
—+ =0
ox?  0y?
com as condicoes de contorno:
u(0,y) =0, wu(my)=0, y>0

u(z,0) = sin(x), O<z<m
limy 00 u(z, y) =0, O<z<m

Solucio:
Usamos separacao de variaveis: u(z,y) = X (z)Y (y)



Substituindo:

X// Y//
X'V 4+ XY"=0= = —— = —\
N X Y

Obtemos dois problemas:
X"+2AX =0, X(0)=0, X(7m)=0
Y - )Y =0, yli)ngo u(z,y) =0
As solugdes para X, (x) e A\, sdo:
X, (x) =sin(nz), A\, =n
A equacao para y,, é:
Y —n%Y, =0=Y,(y) = Aye ™ + B,e™
A condicao lim,_, . u(x,y) = 0 implica B,, = 0. Logo:
Yo(y) = Ape™™

Solucio geral:
u(z,y) = Z Ane ™ sin(ne)
n=1
Usando a condicao inicial u(z, 0) = sin(z), obtemos:

sin(z) =Y Apsin(nz) = Ay =1, A, =0paran# 1

n=1

Portanto, a solucio é:

‘u(x, y) = e Ysin(x) ‘

Ex. 4. Considere a equacao de Laplace no retdngulo 0 < z <
T, 0<y<2:
%u  O%u
—+ 55 =0
0x2  0y?
com as condicdes de contorno:
u(0,y) =0, wu(my) =0,
u(z,0) = sin(3x), wu(z,2)=0.

Solucio:
Utilizamos o método de separacdo de varidveis:

u(z,y) = X(2)Y(y)
Substituindo na equacao de Laplace:

X// Y//
X'Y 4+ XY =0= =~ = )\
’ X Y

Obtemos dois problemas:

X"4+AX =0, X(0)=0, X(7)=0
Y”" - XY =0, Y(0)=1, Y(2) =0 (aser ajustado via coeficiente)

As solugdes para X, (x) sado:

X, (x) =sin(nz), A\, =n



As solugoes para Y,,(y) sao:
Y. (y) = A, sinh(n(2 —y)) ou A, sinh(ny)

Como queremos satisfazer u(x,2) = 0, e sinh(n(2 — y)) anula
em y = 2, a forma conveniente é:

Y (y) = sinh(n(2 - y))

Entdo a solucao geral é:
u(z,y) = Z A, sinh(n(2 — y)) sin(nz)
n=1

Aplicando a condicao u(x,0) = sin(3z), obtemos:

n; A, sinh(2n) sin(nz) = sin(3z) = Az = sin}11(6)’ A, =Oparan#3
Solucao final:
B sinh(3(2 —y)) .
u(x,y) = sinh(6) sin(3z)




