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EDP DE LAPLACE - GABARITO
Ex. 1. Assumimos separação de variáveis:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)

Substituindo na equação de Laplace:

𝑋 ′′𝑌 +𝑋𝑌 ′′ = 0 ⇒ 𝑋 ′′

𝑋
= −𝑌 ′′

𝑌
= −𝜆

Obtemos dois problemas:

𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑎) = 0

𝑌 ′′ − 𝜆𝑌 = 0, 𝑌 (0) = 0

As soluções para 𝑋𝑛 e 𝜆𝑛 são:

𝑋𝑛(𝑥) = sin
(︁𝑛𝜋𝑥

𝑎

)︁
, 𝜆𝑛 =

(︁𝑛𝜋
𝑎

)︁2

Para cada 𝑛, a solução 𝑌𝑛(𝑦) satisfaz:

𝑌 ′′
𝑛 −

(︁𝑛𝜋
𝑎

)︁2

𝑌𝑛 = 0 ⇒ 𝑌𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛 sinh
(︁𝑛𝜋𝑦

𝑎

)︁
A condição 𝑢(𝑥, 0) = 0 ⇒ 𝑌𝑛(0) = 0 ⇒ sem termo cosh
Solução geral:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sinh
(︁𝑛𝜋𝑦

𝑎

)︁
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝑎

)︁
Impondo a condição superior:

𝑢(𝑥, 𝑏) = 𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sinh

(︂
𝑛𝜋𝑏

𝑎

)︂
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝑎

)︁
Coeficientes de Fourier:

𝐵𝑛 =
2

𝑎 sinh
(︀
𝑛𝜋𝑏
𝑎

)︀ ∫︁ 𝑎

0

𝑓(𝑥) sin
(︁𝑛𝜋𝑥

𝑎

)︁
𝑑𝑥

Portanto, a solução é:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

[︃
2

𝑎 sinh
(︀
𝑛𝜋𝑏
𝑎

)︀ ∫︁ 𝑎

0

𝑓(𝑠) sin
(︁𝑛𝜋𝑠

𝑎

)︁
𝑑𝑠

]︃
sinh

(︁𝑛𝜋𝑦
𝑎

)︁
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝑎

)︁
Ex. 2. Considere o domínio 0 < 𝑥 < 𝐿, 0 < 𝑦 < 𝐿, e a equação de

Laplace:
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

com as seguintes condições de contorno:{︃
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝐿, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝐿) = 100.
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Solução:
Usamos separação de variáveis:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)

Substituindo na equação:

𝑋 ′′𝑌 +𝑋𝑌 ′′ = 0 ⇒ 𝑋 ′′

𝑋
= −𝑌 ′′

𝑌
= −𝜆

Temos dois problemas:

𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝐿) = 0

𝑌 ′′ − 𝜆𝑌 = 0, 𝑌 (0) = 0

As soluções para 𝑋𝑛(𝑥) e os autovalores 𝜆𝑛 são:

𝑋𝑛(𝑥) = sin
(︁𝑛𝜋𝑥

𝐿

)︁
, 𝜆𝑛 =

(︁𝑛𝜋
𝐿

)︁2

Para cada 𝑛, temos:

𝑌𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛 sinh
(︁𝑛𝜋𝑦

𝐿

)︁
A condição 𝑌𝑛(0) = 0 elimina o termo cosh. Assim, a solução
geral é:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sinh
(︁𝑛𝜋𝑦

𝐿

)︁
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝐿

)︁
Aplicando a condição superior 𝑢(𝑥, 𝐿) = 100, obtemos:

100 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sinh

(︂
𝑛𝜋𝐿

𝐿

)︂
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝐿

)︁
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sinh(𝑛𝜋) sin
(︁𝑛𝜋𝑥

𝐿

)︁
Portanto, os coeficientes 𝐵𝑛 são obtidos por:

𝐵𝑛 =
2

𝐿 sinh(𝑛𝜋)

∫︁ 𝐿

0

100 sin
(︁𝑛𝜋𝑥

𝐿

)︁
𝑑𝑥

𝐵𝑛 =
200

𝑛𝜋
· 1− (−1)𝑛

sinh(𝑛𝜋)

(apenas termos ímpares).

Solução final:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑛 ímpar

400

𝑛𝜋 sinh(𝑛𝜋)
sinh

(︁𝑛𝜋𝑦
𝐿

)︁
sin

(︁𝑛𝜋𝑥
𝐿

)︁

Ex. 3. Considere o domínio 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑦 > 0, e a equação de
Laplace:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

com as condições de contorno:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦) = 0, 𝑦 > 0

𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋

lim𝑦→∞ 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 < 𝜋

Solução:
Usamos separação de variáveis: 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)



Substituindo:

𝑋 ′′𝑌 +𝑋𝑌 ′′ = 0 ⇒ 𝑋 ′′

𝑋
= −𝑌 ′′

𝑌
= −𝜆

Obtemos dois problemas:

𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝜋) = 0

𝑌 ′′ − 𝜆𝑌 = 0, lim
𝑦→∞

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0

As soluções para 𝑋𝑛(𝑥) e 𝜆𝑛 são:

𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥), 𝜆𝑛 = 𝑛2

A equação para 𝑌𝑛 é:

𝑌 ′′
𝑛 − 𝑛2𝑌𝑛 = 0 ⇒ 𝑌𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛𝑒

−𝑛𝑦 +𝐵𝑛𝑒
𝑛𝑦

A condição lim𝑦→∞ 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0 implica 𝐵𝑛 = 0. Logo:

𝑌𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛𝑒
−𝑛𝑦

Solução geral:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑒
−𝑛𝑦 sin(𝑛𝑥)

Usando a condição inicial 𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑥), obtemos:

sin(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sin(𝑛𝑥) ⇒ 𝐴1 = 1, 𝐴𝑛 = 0 para 𝑛 ̸= 1

Portanto, a solução é:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑦 sin(𝑥)

Ex. 4. Considere a equação de Laplace no retângulo 0 < 𝑥 <
𝜋, 0 < 𝑦 < 2:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

com as condições de contorno:{︃
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = sin(3𝑥), 𝑢(𝑥, 2) = 0.

Solução:
Utilizamos o método de separação de variáveis:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)

Substituindo na equação de Laplace:

𝑋 ′′𝑌 +𝑋𝑌 ′′ = 0 ⇒ 𝑋 ′′

𝑋
= −𝑌 ′′

𝑌
= −𝜆

Obtemos dois problemas:

𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝜋) = 0

𝑌 ′′ − 𝜆𝑌 = 0, 𝑌 (0) = 1, 𝑌 (2) = 0 (a ser ajustado via coeficiente)

As soluções para 𝑋𝑛(𝑥) são:

𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥), 𝜆𝑛 = 𝑛2



As soluções para 𝑌𝑛(𝑦) são:

𝑌𝑛(𝑦) = 𝐴𝑛 sinh(𝑛(2− 𝑦)) ou 𝐴𝑛 sinh(𝑛𝑦)

Como queremos satisfazer 𝑢(𝑥, 2) = 0, e sinh(𝑛(2− 𝑦)) anula
em 𝑦 = 2, a forma conveniente é:

𝑌𝑛(𝑦) = sinh(𝑛(2− 𝑦))

Então a solução geral é:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sinh(𝑛(2− 𝑦)) sin(𝑛𝑥)

Aplicando a condição 𝑢(𝑥, 0) = sin(3𝑥), obtemos:
∞∑︁

𝑛=1

𝐴𝑛 sinh(2𝑛) sin(𝑛𝑥) = sin(3𝑥) ⇒ 𝐴3 =
1

sinh(6)
, 𝐴𝑛 = 0 para 𝑛 ̸= 3

Solução final:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
sinh(3(2− 𝑦))

sinh(6)
sin(3𝑥)


