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EDP DA ONDA - GABARITO
Ex. 1. Assumimos uma solução da forma:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡)

Substituindo na equação:
𝑋(𝑥)𝑇 ′′(𝑡) = 𝑐2𝑋 ′′(𝑥)𝑇 (𝑡) ⇒ 𝑇 ′′(𝑡)

𝑐2𝑇 (𝑡)
=

𝑋 ′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
= −𝜆

Obtemos dois problemas de autovalores:• Equação para 𝑋(𝑥):
𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝜋) = 0

cujas soluções são:
𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝑛𝑥), 𝜆𝑛 = 𝑛2, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

• Equação para 𝑇 (𝑡):
𝑇 ′′
𝑛 + 𝑐2𝑛2𝑇𝑛 = 0 ⇒ 𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos(𝑐𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝑐𝑛𝑡)

Logo, a solução geral é:
𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

(𝐴𝑛 cos(𝑐𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝑐𝑛𝑡)) sin(𝑛𝑥)

Condição inicial 1: 𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑥)

𝑢(𝑥, 0) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 cos(0) sin(𝑛𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sin(𝑛𝑥) ⇒ 𝐴1 = 1, 𝐴𝑛 = 0 para 𝑛 ≥ 2

Condição inicial 2: 𝜕𝑢
𝜕𝑡 (𝑥, 0) = 0

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

(−𝐴𝑛𝑐𝑛 sin(𝑐𝑛𝑡) +𝐵𝑛𝑐𝑛 cos(𝑐𝑛𝑡)) sin(𝑛𝑥)

⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=

∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛𝑐𝑛 sin(𝑛𝑥) = 0 ⇒ 𝐵𝑛 = 0 para todo 𝑛

Portanto, a solução é:
𝑢(𝑥, 𝑡) = cos(𝑐𝑡) · sin(𝑥)

Ex. 2. Considere o seguinte problema:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0,

𝑢(𝑥, 0) = 40,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿.
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Buscamos soluções da forma:
𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝐴𝑛 cos(𝑐𝜔𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝑐𝜔𝑛𝑡)]𝜑𝑛(𝑥)

As autofunções 𝜑𝑛(𝑥) e autovalores 𝜔𝑛 são obtidos do prob-lema de Sturm–Liouville:
𝜑′′ + 𝜆𝜑 = 0, 𝜑(0) = 0, 𝜑′(𝐿) = 0

A solução é:
𝜑𝑛(𝑥) = sin

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
, 𝜔𝑛 =

(2𝑛− 1)𝜋

2𝐿
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Expansão da condição inicial 𝑢(𝑥, 0) = 40Vamos expandir a constante 40 em série de senos ímpares:
40 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sin

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
Os coeficientes 𝐴𝑛 são dados por:

𝐴𝑛 =
2

𝐿

∫︁ 𝐿

0

40 · sin
(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
𝑑𝑥

Fazendo a integral:

𝐴𝑛 =
80

(2𝑛− 1)𝜋

[︂
− cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
· 2𝐿

(2𝑛− 1)𝜋

]︂𝐿
0

=
160𝐿

(2𝑛− 1)2𝜋2
[1− (−1)𝑛]

Logo, 𝐴𝑛 = 0 para 𝑛 par, e:

𝐴𝑛 =

⎧⎨⎩
320𝐿

(2𝑛− 1)2𝜋2
, se 𝑛 ímpar

0, se 𝑛 par
3. Condição 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0

⇒ 𝐵𝑛 = 0 para todo 𝑛

Solução final

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑛 ímpar

320𝐿

(2𝑛− 1)2𝜋2
cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑐𝑡

2𝐿

)︂
· sin

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂

Ex. 3. Considere o seguinte problema de valor de contorno:
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥(1− 𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 0 < 𝑥 < 1.

Separação de variáveisBuscamos soluções da forma:
𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

(𝐴𝑛 cos(𝑐𝜔𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝑐𝜔𝑛𝑡))𝜑𝑛(𝑥)



As autofunções e autovalores são soluções do problema deSturm–Liouville:
𝜑′′ + 𝜆𝜑 = 0, 𝜑(0) = 0, 𝜑′(1) = 0

As soluções são:
𝜑𝑛(𝑥) = sin (𝜇𝑛𝑥) , 𝜇𝑛 =

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝜋, 𝜔𝑛 = 𝜇𝑛 =

(︂
𝑛− 1

2

)︂
𝜋

Expansão da condição inicial:
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥(1− 𝑥)

Expandimos 𝑢(𝑥, 0) em série de senos 𝜑𝑛(𝑥) = sin
(︀(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝜋𝑥

)︀
Os coeficientes 𝐴𝑛 são dados por:

𝐴𝑛 =

∫︁ 1

0

𝑥(1− 𝑥) · sin
(︀(︀
𝑛− 1

2

)︀
𝜋𝑥

)︀
𝑑𝑥

Esta integral pode ser resolvido por partes ficando:
𝐴𝑛 =

8

[(2𝑛− 1)3𝜋3]

Observação: Isso vale para todo 𝑛 ≥ 1.
Como 𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, temos:

𝐵𝑛 = 0 para todo 𝑛

Solução final

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

8

(2𝑛− 1)3𝜋3
cos ((2𝑛− 1)𝜋𝑐𝑡) sin ((2𝑛− 1)𝜋𝑥)

Ex. 4. Temos o problema:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿.

por Separação de variáveis, temos que buscar soluções daforma:
𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

[𝐴𝑛 cos(𝑐𝜔𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝑐𝜔𝑛𝑡)]𝜑𝑛(𝑥)

As autofunções 𝜑𝑛(𝑥) e autovalores 𝜔𝑛 são obtidos do prob-lema de Sturm–Liouville com:
𝜑′′ + 𝜆𝜑 = 0, 𝜑′(0) = 0, 𝜑(𝐿) = 0

A solução geral é:
𝜑𝑛(𝑥) = cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
, 𝜔𝑛 =

(2𝑛− 1)𝜋

2𝐿
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Condições iniciaisComo 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 ⇒ 𝐵𝑛 = 0.Expandimos a condição inicial 𝑢(𝑥, 0) = 𝑥 em série de 𝜑𝑛(𝑥):



𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
Os coeficientes são dados por:

𝐴𝑛 =
2

𝐿

∫︁ 𝐿

0

𝑥 cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂
𝑑𝑥

Fazendo essa integral (por partes ou usando uma tabela):
𝐴𝑛 =

4𝐿

𝜋2(2𝑛− 1)2
· (−1)𝑛+1

Solução final

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

4𝐿

𝜋2(2𝑛− 1)2
(−1)𝑛+1 cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑐𝑡

2𝐿

)︂
· cos

(︂
(2𝑛− 1)𝜋𝑥

2𝐿

)︂


