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Q1) (3,0 pontos) Considere a fungao f : [-m,7] — R tal que f(z) = |z| para todo z € [—m,7]. Obtenha o

desenvolvimento de f(z) em Série de Fourier.

Solugao:
e A funcao f(z) = |z| é uma funcado par, pois:
f(=z) =|—a| = |z| = f(z)

Portanto, sua série de Fourier contera apenas termos de cosseno:
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e Calculo de a,,:

Usando integracao por partes:

Seja
u=2x=du=dr, dv=cos(nz)dx=v= Senflnx)
Aplicando:
/mcos(nx) dr — zsen(nx) / sen(nx) d — zsen(nx) . cos(;w:)
n n n 0
Assim,
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Como sen(nm) = 0 e cos(nm) = (—1)", temos:
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Conclusdo: O desenvolvimento de f(z) = |z| em série de Fourier no intervalo [—, 7] é:



Q2) (2,0 pontos) Considere o problema classico de Sturm-Liouville

y' +dy=0, 0<z<L,

Determine os autovalores e autofungoes com condigoes de contorno homogéneas do tipo y(0) = 0 e y'(L) = 0
avaliando todos os possiveis casos para A.

Solugao:
Vamos considerar os trés casos possiveis para o parametro espectral A:
e Caso 1: A\=0

A equagdo se reduz a:
y'=0=y(x)=Az+ B

Aplicando as condigoes de contorno:
y(0)=0=B=0

Y()=A=0=A4=0
Portanto, a tnica solugao ¢ a trivial y(z) = 0. Nao ha autovalores nesse caso.

e Caso 2: A\ <0
Seja A = —pu?, com g > 0. A equacdo fica:

y' =1’y =0=y(z) = Ae"® + Be "
Aplicando as condigdes de contorno:
y0)=A+B=0=B=-A

Y (z) = Ape® — Bue ™ = Ap(e!® + e ) = /(L) = Ap(e* + e ) =0

Como e*F + e #E >0, temos A=0= B =0
Portanto, s6 existe a solugao trivial. Logo, nenhum autovalor negativo.

e Caso 3: A >0
Seja A = w?, com w > 0. A equacdio é:

Y’ +w?y = 0= y(r) = Acos(wz) + Bsen(wz)
Aplicando as condigoes de contorno:
y(0) = A =0 = y(z) = Bsen(wz)
y'(x) = Bw cos(wz) = y'(L) = Bwcos(wL) =0
Para existir uma solugéo nao trivial, B # 0 e cos(wL) =0
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Logo:

E as autofuncoes associadas sdo:

Yn(z) = sen ((2”1)”)
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Conclusao:

e Os autovalores sao:

(@n-1r\
)\n_< 57 , n=1,2,3,...

e As autofungoes associadas sao:

1t s (22575)



Q3) (3,0 pontos) Considere o problema da EDP da Onda dado por:

o — 20y 0O<z<L,t>0,
u(0,t) = 0, 8“(L t) =0, t>0,
u(xao):f( )’ ( ):0 0<z<L.

Determine a solugdo geral u(z,t) da EDP.

Solugao:

Usamos o método de separagao de variaveis, assumindo uma solugao da forma u(z,t) = X (z)T'(t) e substi-
tuindo na equagao:

T//(t) B X//(J;)
AT(t) X(x)

X(2)T"(t) = X" (2)T(t) = =-A

Obtemos dois problemas ODE separados:

(1) X"(z) + XX (x) =0
(2) T"(t) + AM\T(t) = 0

Condigoes de contorno para X (z):

Solugao de (1): Consideramos o caso A = w? > 0:

X(z) = Acos(wx) + Bsen(wx)

Aplicando X (0) = 0= A =0, entao:
X (x) = Bsen(wr)

Aplicando X'(L) = 0:
X'(x) = Bwcos(wz) = X'(L) = Bwcos(wL) =0

Para solugao néo trivial (B # 0), deve-se ter cos(wL) = 0= wL = w, n=123,...

_ (2n—1)7 L, (-1’
Wn=op T AT W= 2L

Portanto:

Autofungoes associadas:

X, (z) = sen (m””)

2L
Solugao da equagao temporal (2):

T, (t) = Cy, cos(cwnt) + Dy, sen(cw,t)
Solugao geral:

Z [C}, cos(cwnt) + Dy, sen(cwy,t)] sen (wy,x)
n=1

2n—1
Com w,, = ¢ nQL)Tr

Condigoes iniciais:

o u(z,0) = f(z) = > Cpsen(wyx) = f(x) série de Fourier em senos

9 L
*Z/O f(z) sen (wyx) dx

° %(%0) =0= > Dycw,sen(w,z) =0=D,, =0

Solugao final:

o0 L
t) = Z C, cos(cwpt) sen(wpx), com C, = %/0 f(x) sen(wy,x)dx
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Q4) (2,0 pontos) Counsidere o caso de encontrar a fungdo de onda do exercicio anterior com L = 7, ¢ = 1 e fungao de
onda inicial f(z) = sen (2). (Dica: Use que sen? (Z) = 126252

Solugao: Da questao anterior, sabemos que a solucao geral para este problema com condi¢oes de contorno mistas

é:
u(z,t) = Z C', cos(wpt) sen(w,x)
n=1
o (2n—1) (2n—1)
n— 1) n—
Logo:

= 2n —1 2n —1
u(z,t) = Z C, cos ( n2 t) sen ( n2 a:)
n=1

Calculo dos coeficientes C),:

Como f(z) = sen (%), usamos:

2 [" x 2n —1
Cn—;/o sen(Q)sen( 5 x)dx

Esta é uma integral do tipo ortogonal, entao apenas um termo sera diferente de zero — aquele para o qual:

2n—-1 1 1
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Portanto, apenas Cy # 0. Vamos calcular:

Usamos a identidade sugerida:

Assim:

Solugao final:



Formulario:

Séries de Fourier:

_ao > nnx nrx
flx) = 5 +;ancos (p ) + bysen (p )

EDPs:

u(z,y) = X(@)Y(y)

u(z,y) = Z Xn(2)Yo(y)

n=1



