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SERIE DE FOURIER - GABARITO

Ex. 1. a)

b)

Seja f(z) = x nointervalo [—, 7], com extensdo periddica de
periodo 2.

Note que f(x) é uma funcao impar, pois f(—z) = — f(x). Logo, a
série de Fourier contera apenas os termos do tipo sin(nz).

A série de Fourier de f(z) sera dada por:

flx) = Z by, sin(nx),

n=1

onde

T

b, = g/ z sin(nz) dz.
0

Integracdo por partes: Seja u = x = du = dz e dv = sin(nz)dz =

v =—2% cos(nz)
b 1 ™
+ = / cos(nz)dfc}
0

n Jo

2 -
b, = — {7% cos(nx)
Tl n

Como: -
cos(nz)dx =0 (paratodon € N),
0

€ x ™ ™ T

£ {

—— cos(nx = ——cos(n 0=—=—(—1)",

. cos(nzx) ; . cos(nm) + n( )",

entdo:

_g z _1\nt1 _gi n+1
bo= = (") = 2=

Portanto, a série de Fourier de f(z) = z é:

f@) =3

n=1

| Do

(—1)"" " sin(nz).

S

Seja
) -1, z€[-m0),
f(@) = {1, x € [0,7].
A funcgdo é impar, pois f(—z) = —f(z). Logo, sua série de

Fourier contera apenas senos.
A série de Fourier de f(x) é:

flz) = Z by sin(nz),

n=1
onde

bn = g/ f(z)sin(nx) de = g/ 1 - sin(nz) dz.
T J T

) 0

Essa integral é direta:

™

by = 2 {ficos(nx)} =2 (f%[cos(mr) fcos(O)})

T 0

b= 2 [l (-1)7]

™

= 21—

Note que: - Se n for par: (—=1)" =1 = b, = 0 - Se n for impar:
(—1)" = —1 = by = —

7 . ~7Tn/r
Logo, a série de Fourier é:

oo

flz) = Z % sin(nx) =

n=1
n impar

4
T 5

1 1
<51n(1‘) + 3 sin(3z) + = sin(bx) + - - -

).
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c) Seja f(z) = z” nointervalo [—, 7], com extensio periddica de
periodo 2.
Observe que f(z) é par, pois f(—x) = f(x). Logo, a série de
Fourier contera apenas cossenos:

flz) = % + ian cos(nx),

com

Calculando:

2 T
an = f/ z? cos(nx) de.
™ Jo
Usamos integracdo por partes duas vezes. Resultado conhecido:
4(=1)"

Assim, a série de Fourier é:

n2

f(z) = % + Z Al cos(nz).

d) Seja
0, ze€l|-m0),
fla) = L=, 0)
z, z€[0,7],
com extensao periddica de periodo 2.

Essa funcdo nao é par nem impar, portanto a série de Fourier
tera termos de cosseno e seno:

flz) = % + Z (an cos(nx) + by sin(nx)) .

n=1

Vamos calcular os coeficientes.
Coeficiente ag:

1 [ 1 [ 1 [2277 =«
_ do = = de=—-|=—| =2,
ap 7Tﬁﬂf(av)a: 7r/Oacac - {2}0 5
Coeficientes a.,:
1 ™
an:—/ x cos(nz) dx.
™ Jo

Integracdo por partes: Seja u = x = du = dz, dv = cos(nz)dz =

v = T sin(nx)
oL /7r sin(nx)dx
o nJy

Note que: - sin(nm) = 0, [ sin(nz)dz = [—%cos(nm)}g =
—Llcos(nm) — 1]

Logo:

it (0 L (—%[cos(nﬁ) - 1])) = S0 (1))

Entdo: - Se n é par: a,, = 0 - Se n é impar: a,, = i?
™

1|z .
an = — {H sin(nx)

Coeficientes b,,:
1

bn = —/ z sin(nz) dz.
T Jo

Resultado ja conhecido (do item (a)):

b= L (T eay) = U

(_1 n+1

O ).



e) Item (e): Seja f(z) = |z| nointervalo [—27, 27], com extensao

periddica de periodo 4.

Note que f(x) é uma funcao par, pois f(—z) = f(z). Portanto, a

série de Fourier conterd apenas termos em cosseno:

oo oo
f(a:):%+;ancos (%) = %Jr?;lancos(%).

Coeficiente ao:

1 [ 2 (27 122777 1 4x?
—— de = = de = —. || ==
“= o 7r|x| ’ 277/0 v 7'l'|:2:|0 ™ 2

Coeficientes a,,:

1 /2" nx
Ay = — T CoS (—) dx.
T Jo 2

= 27.

Usamos integracdo por partescom: -« = =z = du = dx -

dv = cos (%)dmév = %sin(ﬂ)

2
12z . /nx\ |27 /2" 2 . /nx
ap = — | — sin (—) - — sin (—) dx
TN 2/ lo 0o N 2
Primeiro termo:

2—vain (E)
n 2

Segundo termo:

[ s (1) = [ on (2] = ~Zfosom) -

Logo:

PR <_%> [cos(nm) — 1] = ——(1 = (=1)")

™n?

. .. 8
-Senépar:a, =0-Senéimpar: a, = —
™

Série de Fourier:

=8 na 8 (/1 x 1 3z
fa)=me 30 peos () =g <T (3)+ g0 (7

n impar

f) Seja f(xz) = 1 — |z| no intervalo [—, 7], com extensdo periddica

de periodo 27.
A funcgao é par, pois f(—z) = f(x). Portanto, sua série de
Fourier terd apenas cossenos:

flz) = % + i an cos(nx).
n=1

Coeficiente ao:

1 [ 2 [T 2
a0=" /4(1-@\)@; . 7/0 (1-a)do = 2

™

I
r
8
|

m‘gw

—_

S
I

agp = 2—
Coeficientes a,:

an = 2 /W(l — x) cos(nz)dz

™

Separando a integral:

a — % { /O " cos(nz)dz — /0 ) xcos(nx)dx}

Sabemos: - [ cos(nz)dz = 0 - [ cos(nz)dr = (_IT)L#

Logo:
=2 (1) 2 2y

n2

)+



. , 4
Assim: - Se n for par: a,, = 0 - Se n for impar: a,, = —
™
Série de Fourier:

flx) = % (2 —m)+ i: %cos(nx) = (1 — %)—i—é (%2 cos(z) + %cos(&v) —+ - )

s

n impar

g) Seja f(z) = |sin(z)| no intervalo [—, 7], com extensao periédica
de periodo 27.
Note que f(x) é par, pois | sin(—z)| = | sin(z)|. Assim, sua série
de Fourier conterd apenas termos de cosseno:

flz) = % + ian cos(nx),

n=1

com os coeficientes dados por:

1 [7 2 [T 2 2 4
a = — [ﬂ |sin(z)|dz = ;/0 sin(z)dx = ;[— cos(z)]o = ;(1—1—1) =
Agora os coeficientes a,, paran > 1:

an = 2/ sin(z) cos(nx)dz.
0

™

Usamos a identidade trigonométrica:

sin(z) cos(nx) = %[Sin((n + Dz) +sin((n — 1)z)],
entdo:
an = %% /OW[Sin((n—i—l)x)—i—sin((n—l)x)]dx = % {/07? sin((n + 1)z)dz + /O7r sin((n — 1)z)dz| .

Cada integral é do tipo:

™

™ 1 1 1 .
/0 sin(kz)dx = {fg cos(kx)} = fE[cos(kﬂ)fcos(O)} = E[lf(fl) ].

0
Logo: - Quando k é par: cos(kw) = 1 = integral = 0 - Quando k é
, . 2
impar: cos(km) = —1 = integral = T

1 2 2 i
;(m-yﬁ),sen—&-len—llmpares.

Isso ocorre quando n é par.
Portanto: - Se n é impar: a,, = 0 - Se n é par:

o 2( 1 1 N_2 2 _ dn
"Ta\n+l n—-1) 7 n2—-1 w(n2-1)

Entado: - a, =

Série de Fourier:

(oo}

n 2 8 24
_ - o = 242 cos(2a)+ = cos(4z)+- - -
f(x) o A =1) cos(nx) g cos( x)+157r cos(4z)+

Ex. 2. a

-

Seja f(z) = 2 — |z| no intervalo [—2, 2], com extensdo periddica
de periodo 4.

Note que f(z) é uma funcéo par, pois f(—z) = f(x). Assim, a
série de Fourier terd apenas termos de cosseno:

flz) = % +§ancos (nzﬂ) .

Coeficiente ao:

a0 = g Qf(x)dm:/:(Qfx)dx: {2177%} =4-2=2.
-2 0

Coeficiente a,,:

an = %/_22 f(x)cos (L;m) dz = /02(2 — ) cos (L;m) dz.

Integracao por partes,com: -u = 2 —x = du = —dz-dv =

cos (?) de = v = 77277 sin (%)



-~

P

Resultado da integral (forma conhecida):

8
(n)

n 0, n par,
2(1_(_1) )jan:{ 16

n2x2)

an = ,
n impar.

Série de Fourier:

n'fm p

(nwx)
2
Seja f(xz) = 1—|z| em [—1, 1], com extensdo periddica de periodo

A funcao é par. Logo, a série de Fourier terad apenas cossenos:

f(z) ~ % + i an, cos(nmx).

n=1

Coeficiente a:

o — /711(1—\m|)d:c - 2/01(1—:5)5535 — 9 |:x - ﬂ: — (1 - %) — 1.

Coeficientes a.,:

1
an = 2/ (1 — x) cos(nmz)dz.
0

Resultado conhecido (pode ser obtido via integracdo por partes):

4 0, ar,
= (1= (-1)") = ap = "
(n) ——, nimpar.
Série de Fourier:
1 oo
5 Z 5 cos(nm)

n'fm p

Item (c): Seja

[0, we[-2,-1.5U[15,2],
f@) = {1, ze[~15,1.5],

com extensao periddica de periodo 4.
A funcao é par, entao sua série de Fourier contera apenas cossenos:

x) = %Jrnglancos (nQﬂ) .
Coeficiente ao:

aU:E/ f(:c)dx:%%:

-2

Coeficientes a,,:

/ fz cos ) dr = /1.5 cos (?) dx.
0



